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ПРЕДИСЛОВИЕ 


Сборники задач полезны как для преподавателей, оцениваю- 
щих знания студентов, так и для самих студентов, использующих 
задачи в процессе обучения. Настоящий сборник рассчитан на 
современный уровень знаний студентов, специализирующихся 
в области оптики; многие задачи предлагались на выпускных 
экзаменах. | 

Физическая оптика представляет собой традиционный раздел 
физики, в котором имеется множество задач. В данной книге мы 
попытались предоставить студентам широкий выбор задач, осно- 
ванных на современном материале, с использованием некоторых 
новых экспериментальных и теоретических результатов, а также 
тех разделов электромагнитной теории, которые относятся 
к оптике. 

Квантовая оптика, которая включает элементы квантовой 
механики и ее применение в атомной и молекулярной спектро- 
скопии и, Таким образом, в теории распространения электро- 
магнитного излучения в веществе, лишь недавно была введена 
в курсы оптики. В связи с этим соответствующие задачи состав- 
лены на несколько более низком уровне, чем классические, не- 
смотря на их важное значение в современных работах по оптике. 

В сборнике сделана попытка найти равновесие между чрез- 

мерной детализацией решений и достаточным количеством по- 
лезных подробностей. Если некоторые детали в решении отсут- 
ствуют, то указывается основной принцип, используемый при 
решении задачи. 
_ Авторы. весьма признательны своим коллегам, которые по- 
могли им при отборе задач. Это господа Буато, Ферт, Франсон, 
Жакино, Кахан, Никитин, Руар, Руссе, Серван, Въено. Решения 
K задачам составлены авторами, которые, таким образом, несут 
ответственность за любую ошибку в деталях или за отсутствие 
необходимых подробностей. 

Мы также благодарны проф. Дж. У. Блейкеру за точный пе- 
ревод с французского языка на английский. 

М. Руссо 
` DK. TI. Матье 
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ОСНОВНЫЕ ФИЗИЧЕСКИЕ КОНСТАНТЫ 


Число Авогадро 


Объем одного киломоля иде- 
ального газа при стандарт- 
ных условиях 

Постоянная идеального газа 


Постоянная Больцмана 


_Диэлектрическая постоянная 
вакуума 

Магнитная проницаемость ва- 
куума 


Постоянная Фарадея 

Заряд электрона 

Масса покоя электрона 

Масса протона 

Удельный заряд электрона 

Постоянная Планка 

Скорость света в вакууме 

Постоянная Ридберга для во- 
дорода 

Радиус атома водорода в ос- 
ΗΟΒΗΟΜ COCTOAHHH 

Магнетон Бора 


Комптоновская длина волны 
для электрона 

Связь между энергетическими 
величинами: 


| кал = 4,185 Дж 


$ = 6,025 
Ж10% молекул/кмоль 


V om = 22420 MP 
R=8,3169 X 
х 103 Дж/кмоль . К 
k= RIN 1,380 < 
Х 107 Дж/К 


г) = 8,834 . 1071” Ф/м 


Шу = ἀπ. 107`'=1,257.10-6Г/м 
® == 96,522 . 106 Кл/кмоль 
е— 1,609. 107? Кл 

т, =9,1083 . 10731 xr 

М. =1.6724 . 10-77 кг 
е/т. = 1,759 . 10Н Кл/кг 
h = 6,6250. 10" Дж-с 
с == 2,99793 . 108 м/с 


R,, = 10 967 758 м-! 
ry = 0,5299 . 107° м 
Up =eh/4am, = 


=9,27-10°% A.M’ 


А, = 2h/m.c = 4,8594 . 107 м 


Г эВ =! 602. 10-19 Дж —= 8068 cm! (Κο) 
Эти константы употребляются в данной | книге, за исключением 


особо указанных случаев. 


ИНТЕРФЕРЕНЦИЯ 


ЗАДАЧА 1 


Контрастность полос Юнга 


Во всех задачах мы будем полагать, что источник света дает 
монохроматическое излучение с длиной волны A = 0,55 мкм. 


! 


1. Точечный источник So освещает две узкие параллельные 
щели РЁ; и Fo, расположенные горизонтально на непрозрачном 
экране. Расстояние между щелями 2 мм. Интерференционная 
картина наблюдается в плоскости я, параллельной экрану и уда- 
ленной от него на расстояние | м. Точке М в плоскости π при- 
писываются координаты Х и У (ось У параллельна щелям). По- 
лучите выражение, характеризующее распределение освещен- 
ности в ПЛОСКОСТИ Л. 

2. Как изменится картина, если So заменить узкой щелью Ко, 
параллельной ЁР, и Fo? Вычислите положение интерференцион- 
ных полос. 

3. Наблюдение полос производится при помощи окуляра Фре- 
неля, подобного тонкой линзе с фокусным расстоянием } = 2 см. 
Каковы преимущества наблюдения при` помощи окуляра πο 
сравнению с наблюдением невооруженным глазом? Укажите по- 
ложения окуляра и глаза по отношению к плоскости л, которые 
обеспечивают наилучшее наблюдение полос. 


1] 


Пусть щель Fy покрыта поглощающим экраном (который не 
вносит фазового сдвига} с оптической плотностью A = 2. 
Оптическая плотность определяется как 


A =| Интенсивность падающего света 
Интенсивность проходящего света ` 


Вычислите видность полос У, определяемую как 


и — I Make — Гиин 


Гмакс + funn у 


ГДЕ Гмакс И [мин Представляют собой максимальную и минималь- 
ную интенсивности соответственно. 


3 ЗАДАЧИ ПО ОПТИКЕ ЗАДАЧА 1 


Случай протяженного некогерентного источника. 

1. Источник-щель имеет высоту А (фиксированную), ширину 
а (переменную) и расположен на расстоянии d = |1 м от пло- 
скости щелей Fy; и Fo. Каково при этих условиях выражение для 
освещенности в точке М на плоскости л? Найдите изменение | 
видности полос V как функции от а. Используйте это выражение - 
для описания явлений, наблюдаемых в том случае, если посте- 
пенно увеличивать ширину а источника-щели Ро. Определите 
максимальную ширину щели, при которой потери в контрастно- 
сти не будут превышать 10%. 

2. Для увеличения яркости картины в качестве источника ис- 
пользуется некогерентно освещенная решетка (щели парал- 
лельны F; и fe). Определите ширину а прозрачных интервалов 
и величину р периода решетки, при которых видность сохраняет 
свое предыдущее значение. 


IV 


1. Предположим, что ширина источника-щели Ро достаточно 
мала для того, чтобы он мог рассматриваться как линия, и за- 
меним окуляр Френеля Ффотоэлементом. Поместим щель фото- 
элемента в плоскости л параллельно полосам интерференции. 
Высота щели фиксирована, ширина изменяется. Будем считать, 
что интенсивность фототока пропорциональна световому потоку, 
падающему на фотоэлемент. Сформулируйте закон изменения 
тока как функции абсциссы X щели. Опишите, что произойдет, 
если щель открыта. 

2. Каково выражение для интенсивности тока в предположе- 
HHH, что источник-щель не бесконечно узок, а имеет конечную 
ширину а? Определите коэффициент видности. 


V 


1. Примем ширину источника-щели а равной 0,01 мм и ши- 
рину щели детектора 6 равной 0,02 мм. Определите видность. 

Эта теоретическая видность У; больше, чем эксперименталь- 
ная видность V,, равная 0,5. Покажите, что это можно объяс- 
нить, учитывая паразитный (темновой} TOK Jo, который опреде- 
ляется в отсутствие светового потока. Рассчитайте отношение 
/Змакс Темнового тока к максимальной интенсивности сиг- 
нала. 

2. Ширина щели детектора фиксируется при его изготовле- 
нии и имеет значение В = 0,02 MM, тогда как ширина а источ- 
ника-щели может быть изменена, 


f 
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Рассчитайте величину Г, и представьте графически ее изме- 
нение как функцию а. При каком значении а величина И, будет 
максимальной? Какое заключение можно сделать из этого ис- 
следования? 


РЕШЕНИЕ 


1. Когерентное освещение 
1. Точечный источник 


Обозначим через х и у координаты точки М в плоскости 
зрачка и через Х и У — ее координаты в плоскости изображения 


(фиг. 1.1). Бесконечно узкие щели дают дифракционную кар- 
тину в плоскости ЛОУ. 


Фиг. 1.1 


Только линия ОХ освещается светом с распределением ин- 
тенсивности 
I =4 cos? (плиз), πα) 
где 


МП Х 1 
А ПЕРА. (2) 





Этот результат основан Ha TOM факте, что в случае когерент- 
ного освещения щелей распределение амплитуды в плоскости 
изображения описывается преобразованием Фурье (F.T.) для 
амплитудного распределения в зрачке (см. приложение А). 

Амплитуда в выходном зрачке равна 


f(x) =8(x+ 5) +6 ( —5> .. (2) 

Амплитуда в плоскости изоображения равна 
г =F. Т.Р, (4) 
Е (и) = А (и) [elms 4 e-fnus] (5) 


где 
А (и) =F. Т. [6 (x)] = 1, | (6) 


10 ЗАДАЧИ ПО ОПТИКЕ ЗАДАЧА Р 


откуда | 
Е (и) = 2605 nus > период 2/5 . (7) 
И | 

Ки) =| F (1) ? = 4 cos? лиз > период 1/5. (8) 


9. Линейный источник 


В этом случае вдоль линий, параллельных ОТ, интерферен- 
ции не наблюдается. Каждая точка в источнике-щели дает рас- 
пределение света вдоль ОХ с центром на ее геометрическом изо- 
бражении. При этом появляются полосы, параллельные Fy и Ро. 


Ци) 
1 . 


Фиг. 1.2 


1/5 


Период этих полос таков, что 


Аи =—, (9) 


откуда следует линейная зависимость для интервалов между πο- 
лосами (фиг. 1.2): 


AX=a—., (10) 


Численный пример: 


—3 
АХ =0,55. σσ Ξ-ϱ 215 мм. 


3. Наблюдение полос 


Невооруженный глаз. Нормальный глаз, рассматривающий 
предмет на расстоянии наилучшего зрения (25 см), с трудом 
различает полосы изображения. В действительности расстояние 
между полосами видно под углом 

_ 0,275 


1073 
& = 550 2 10 ~ рад. 





Это значение лишь немного превышает угловой предел разре- 
шения глаза, который имеет величину порядка 1 Мин, или 
3. 10-* рад. | 
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Окуляр + глаз. Bo избежание усталости предпочтительнее, 
чтобы глаз не подвергался аккомодации. Поэтому используют 
окуляр, фокальная плоскость которого совпадает с плоскостью 
л. В этом случае изображение образуется на бесконечности. Это 
изображение легко разрешимо, так как угловое расстояние 
между полосами становится равным 


0,275 _ 
50 == 0,0135 рад. 





& ---- 


Увеличение окуляра 


# 





G =—, 
& 
где ε’ --- угол, под которым наблюдается изображение, = — угол, 
под которым наблюдается объект. с ‘расстояния наилучшего 
зрения. 
Примечание. В принципе щели, расположенные параллельно, 
дают такую дифракционную картину, что даже окуляр 





ο большой апертурой не может сколлимировать все лучи. Чтобы 
получить максимум света, наблюдатель должен поместить свой 
зрачок в плоскости шелей Fi и Р5, сопряженной с плоскостью 
щелей δι иР. (фиг. 1.3). 

Щели расположены на расстоянии Ё от линзы, а их изобра- 
жения на расстоянии &’, так что 


CC aT ra eel 





1 52 
Е — τι = 102 
=” = 1.965 см ~ 2 см. 


Увеличение равно 
8 = 1 
η EBD 


Изображение имеет размер 


een _2 д 
η = το А 0,04 мм. 


Все лучи, которые входят в окуляр, попадут в глаз, так как ве- 
личина η΄ меньше, чем минимальный диаметр зрачка глаза. 
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||. Колебания, проходящие через Е; и Е», находятся в фазе, но 
имеют разные амплитуды 


Если колебания имеют разность фаз @, то интенсивность 
в точке М дается выражением 


КМ) = А- A+ 2A,A,cos p=1,+1,+2/1,1, с03 $. (11} 


Максимальная и минимальная интенсивности соответственно 


определяются как 
[макс = (V7, + мт.) 


ши == (WT, — V7). 


ο 2УПЕ 
"= Th (12) 


И 


Видность равна 


Предполагая, что фильтр с определенной оптической плотностью 
помещается перед δι, имеем 


Ig —=2, где ---- 100, 


откуда (фиг. 1.4) 
V = 0,2. 


Положения максимумов и минимумов с фильтром и без 


Фиг. 1.4 





фильтра одинаковы. С другой стороны, величина И отлична от 
единицы, если амлитуды, проходящие сквозь щели, не равны. 


11. Протяженный источник. Некогерентное освещение 


1. Источником является большая щель 


Все точки на линии, параллельной ОУ, образуют полосы, па- 
раллельные оси ΟΥ с периодом Au == 1/5. Разобъем щель (шири- 
ной a) на бесконечное число бесконечно узких щелей. 
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Пусть о — приведенная координата некоторой точки в пло- 
скости источника. Ширина щели может быть охарактеризована. 
величиной 


а 
бо — а. (13} 
Интенсивность, создаваемая в точке М элементом шириной dv, 


равна 
{= АЖ (1 + с0$2л [(u + о) $] do. (14} 


Здесь A — константа, AVS — разность хода между световыми воз- 
мущениями, поступающими oT fy, и Ро. 

Каждая элементарная щель бесконечно малой. ширины обра- 
зует систему полос с периодом Аи = 1/$ и с максимумами на 
геометрическом изображении элементарной щели. 


V (uy) 


Фиг. 1.5 





Таким образом, интенсивность освещения точки М от источ- 
ника-щели равна 


+U/2 

[== Ah \ [1 + cos 2л (u + о) $] do, (15). 
— 00/2 

/ -- [1 ++ am cos 2nus | , (160) 


Находим 
sin πΌρς 


MUGS 


График функции У приведен на фиг. 1.5. 
Численный пример. Пусть V >= 0,9, так что 
Sin MUS __ _ м _ | 
πο = 0,9 —> 1098 = F —> U9 == 4s * 
Из определения оо получаем 
а 


ТЯ даный 
Гы 


= 
4s d | 
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так что 


0,55. 10-3 
4.2 ' 


У =0,9 при az 70 мкм. 


аа = 105. 


Полосы исчезают πρη а == 275 мкм: 

Теорема Ван-Циттерта — Цернике (приложение Б) позво- 
ляет сразу получить этот результат. Степень когерентности 
между щелями Γι и Fo дается преобразованием Фурье для рас- 
пределения’ интенсивности в плоскости источника. Поскольку 
задача одномерна, достаточно предположить, что источником 
является щель шириной а, параллельная ΟΥ, и что зрачок об- 
разуется двумя точками Βι и Ρο на непрозрачном экране (точки 
P, и Po, соответствующие пересечению щелей Ff, и Fe с линией 


pe) 








И 2/0 





Фиг. 1.6 Фиг. 1.7 


ох, разделены промежутком $). Распределение интенсивности 
источника может быть представлено прямоугольной функцией 


(фиг. 1.6): 
ΓΠ(0Ξ-0 для v<—v/2 и 9> +07, 


Го=1 для — 0/2 << +0. (17) 
Находим (фиг. 1.7} 
В. Т. [1 (ο = < ===. (18) 


Мысленно поместим каждое дифракционное пятно на зрачок 
Tak, чтобы его центр совпал с точкой δι. Видность полос равна 
значению @(x) в точке Ро, т. е. значению 9($) (фиг. 1.7). 
видно что контрастность полос еще хорошо сохраняется при 
$ == 1/40. 
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2. Источником является некогерентно освещенная решетка 


Обозначим через Up приведенную координату, соответствую- 
щую периоду решетки р. 

Предположим, что освещенные штрихи являются беско- 
нечно ΤΟΗΚΗΜΗ. 

Распределение интенсивности в источнике описывается раз- 
ложением в ряд Дирака (фиг. 1.8). Его преобразованием Фурье 
будет разложение в ряд Дирака с периодом 1/9, (фиг. 1.9). 

Как и прежде, мысленно поместим дифракционное пятно 
ф(х) на зрачок, так что ф(0) совпадает с точкой P,. Видность 
полос будет равна единице, если 


> = $, 
т. 6, если 
Ad 
5 --- —, 
р 
так что 
λα 103 
p=-—=0, 66. -5- == 275 MKM. 


6) Пусть ширина штриха решетки имеет конечную величину 
а. Функция /(v) представляет собой разложение в бесконечный 
ряд прямоугольных функций (фиг. 1.10) с периодом vy и шири- 
HOH Uo. 

Преобразование Фурье показано на фиг. 1.11. 
Для хорошей контрастности изображения необходимо, чтобы 


1 ] 


$ ——== 


Un 4% ° 





Численный пример 


Период решетки р = 275 мкм. 
Ширина штриха решетки а ==170 мкм. 


Примечание. Эти результаты можно получить также другим 
простым путем (фиг. 1.12). 

а) Решетки с бесконечно тонкими штрихами. Полосы ос- 
таются фиксированными, если колебания, прошедшие через 
штрих решетки 7, сдвинуты по фазе в точках Βι и Po на вели- 
чину 20k (Е — целое число). 

6) Решетки со штрихами, имеющими конечную ширину а. 
Чтобы полосы не перекрывались, колебания, прошедшие от 
краев штриха, должны иметь в точках δι и Ρ, разность хода 
в интервале между kA и (Е-- '/g)A (полосы, создаваемые внеш- 
ними краями штриха, сдвинуты максимально на ?/, полосы). 
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p(x) 
1 
οἱ | 1/Up | 2/Up У 
| 
$ | 
Π P, 
Фиг. 1.8 Фиг, 1.9 
{(υ) 
Up Up и 
Фиг. 1,10 





На 





Фиг. 1.11 Фиг. 1.12 


ЗАДАЧА 1 ΜΗΗΤΕΡΦΕΡΕΠΙΗ | 17 


IV. Отверстие детектора имеет конечную ширину В 


1. Источник — бесконечно узкая щель 


Полосы на плоскости л (см. решение [.1) имеют контраст- 
ность, равную единице. С другой стороны, вследствие конечной 
ширины щели детектора поток, регистрируемый приемником, 
всегда отличен от нуля (фиг. 1.13). Освещенность одинакова во 
всех точках единственной верти- 
кали в плоскости наблюдения. 
Разделим окно приемного фото- | 
элемента на элементы шириной 
du и высотой {. 

Обозначим через и: приведен- 
ную координату, которая соответ- 477 
ствует линейной ширине щели 6. 
Поток, проникающий через эле- 
мент поверхности при значении 
абсциссы и’, равен 0,5 


dD = Bl (1+ cos2nus) du, (19) 


откуда 





-ἷ- ο τς дыни БА Це и - πι = = — ыы: 





ul tu 2 
Ow)= \ db=Blu, Xx 

и ис? | ‘0 5 275 a, MKM 
Χ/Ι + Tae 608 Эли з |. (20) Фиг. 1.13 


Как и прежде, можно определить коэффициент видности выра- 
жением 
__ SIN Niles 

Пока и. меньше '/15, интенсивность фототока, пропорциональная 
световому потоку, изменяется синусоидально. Если открыть 
щель, то разница между максимумами и минимумами умень- 
шается. Наконец, при ис = 1/$ интенсивность фототока остается 
постоянной независимо от расположения фотоэлемента. 


2. Источник-щель конечной ширины а 


Имеем 


I (u) = (1 2 cos 2лиз), (22) 
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-. 


откуда ; 
μ΄ μι [2 | 
Ф (и) = Вю | [1 +- Sa Thos COs Эли | du, (23): 
и’ — i, /2 ° 
DW) = Blugo| 1 + SEE. SE cos Όσα 5]. (24) 
Находим, что | | 
у — 5114.8 | sin 705 (23) 
TS TUS 


Видность может быть определена с помощью «аппаратной функ- 
ЦИИ». 


V =Е. Τ. (источник-щель, ширина Uy) Ж 
ЖЕ. Т. (апертура фотоэлемента, ширина и.) 


В случае бесконечно малой ширины источника-щели пер- 
вый член в произведении уменьшается до единицы, так как 


У. Влияние темнового тока 


Вернемся к уравнению (25), которое дает теоретическое зна- 


чение видности 
1. а = 0,01 мм, ὃ == 0,02 мм (vp = const, ис == const), Имеем 


Г, =0,991 « S228 — (987. 


πὂρς 


+ 


Учитывая темновой TOK, для интенсивности реального тока по- 
лучаем 


J, (и) = 9. (26) 


Отсюда экспериментальная видность 


и — Я; макс πο Tp MHH —- У макс — “Умин (27) 
Г Tp макс + 9, МИН макс + J wun + 27 9 
__ (sin лис $/лис8) + (sin πορδ/πορς) 
-- 1+ Fo/vo ° (28) 


(Постоянный коэффициент Blu, мы приняли равным единице,) 
Отсюда получаем соотношение 

у 
У, = з 


ТЯ * (29) 
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‘Численный пример 


| -|- ο Ve == 05 == 1,974, 
-~ 70 — 0.974. 
Vo 
Имеем 
T макс — Uo [1 -+- У: — U9 [1 987], 
откуда 


9% __ 0,974 _ 1! 


9 макс 1987 ~ 2 








(на практике это значение много меньше). 
2. а — переменная величина, 6 =0,02 мм (5 — переменная, 
u,== const). Имеем 


И, = 0,991 317908, (30) 


MU 9S 
откуда 
__ 0,991 (sin πορδ/ποος) Sin πορς 
у ] ++ 7/90 = 0,391 mS πο (0ο + 9) у 
Величина И, имеет максимум при dV,/dV,)>=0, так что 


to πορς = NUS -- NST, == πορς -| 0,11. 


Это уравнение удовлетворяется при πῦορς А 35°. 


36 ] 


ο ———— ο ——= 1 
бо ^ 180 ° 3-103 


—4 - a 
=10 “MKM , так как ===, 


следовательно, 
a= Uf = 107*+ 10° - 0,55, 
a=0,55 MKM. 


Зависимости У; и И, oT Uo представлены на фиг. 1.13. Для 
a==55 мкм имеем 


sin 35° 
у, = 0,991 ° (3,14 - 36)/180 = 0,89 . 
Следовательно, 
y= γι — 0,9 _ 0,9 


r 1 9/0 1 + 0,974 . 10/55 1,1771 ° 


Заключение. Теоретически для получения наибольшей кон- 
| TPacTHOCTH желательно закрыть источник-щель до наименьшей. 
возможной ширины. Практически при наличии темнового тока 
необходимо иметь некоторую оптимальную ширину источника- 
щели. ( 


ЗАДАЧИ ПО ОПТИКЕ ЗАДАЧА @. 
ЗАДАЧА 2 


Опыт Юнга. Ахроматические полосы . 


_`Монохроматический источник (A = 0,55 мкм). 
Установка Юнга, показанная на фиг. 2.1, имеет следующие 
характеристики: 


Расстояние между щелями а == 3,3 мм. 
Расстояние от зрачка до экрана D = 3 м. 


1. Рассчитайте расстояние между полосами i, 
2. Поместите стеклянную пластинку толщиной е == 0,01 мм 
с плоскопараллельными гранями перед щелью fy. 





а) Определите направление смещения полос и выведите 
формулу для величины их смещения. 

6) Зная, что полосы смещены Ha 4,73 мм, найдите показа- 
тель преломления стекла. Насколько точно это значение п, если 
смещение может быть измерено с точностью πο 9,01 мм? 


Полосы в белом свете. 
Дисперсия стекла определяется выражением 


Но == i 50, 


Π — fly ++ A при ( 
A? А=0,00605 для А в мкм. 
Выразите х как функцию порядка интерференции и длины 
ВОЛНЫ. 
Получите зависимость x = [(^) для р == 6/\ = I, 0, —1, —2. 
1. Какова цветовая структура полосы нулевого порядка? 
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2. Покажите, что существует яркая полоса, для которой x 
имеет постоянное значение (A лежит между 0,4 и 0,75 мкм). 
Каков порядок интерференции этой ахроматической полосы? 


РЕШЕНИЕ 
I. Монохроматический источник 
1. Интервалы между полосами 


. D ~3 3.10% 
i=. =0,55 . 10°. 5 з— = 0,5 мм. 





2. а) Смещение полос Ах 

Разность хода для лучей, интерферирующих в точке М, 
равна: 
без стекла 


6. = РМ — F.M=x-~, (1) 
после введения стекла 
= + (n— Ne. (2) 


Полоса порядка р, имевшая абсциссу х! == pi, имеет новую абс- 
циссу 


i 
4 =-- [pA — (n— 1) εἰ. (3) 
Система полос смещена в направлении отрицательных значений 
х на величину | 
Ax = — =-(n— Ie. (4) 


6) Измерение показателя преломления 
Из уравнения (4) получаем 


А Ах 
В данном случае х = —4,73 мм; таким образом, 


055-107? 4,73 


n=] , . 
т 0,5 10-53 


== 1,5203. 
Определение ошибки: 


с ἀ(Δκ)---θ. 107? мм 





Ах п—| 


-1n-2 
d(n)=0,5--Z2— ~ 9. 1073, 


== 1,520 + 0,002. 
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Il. Полосы в белом свете 


Заменяя в уравнении (3) i Ha AD/d ип-— 1 на 
0,50 + 4 = 0,50 + 20085 


получаем 


х(р, 4) = — 4,545 + 0,909pa — 22% , (6) 


где х измеряется в миллиметрах, если А, — в мкм. 


(A), мм 


«wir Cree “Ar 
р АХ Я, мкм 


04. 0,5 0,55 O75 S | 
Фиг. 2.2 
1. p==0. Обнаруживаем цветную полосу (фиг. 2.2). Если 


сканировать в направлении х < 0, то появляются следующие 
оттенки: 


красный при х==--4,64 мм, 
желто-зеленый при = —4,73 ΜΜ, 
голубой при х=—4,89 ΜΜ. 

2. р = —!. Спектр изгибается назад (фиг. 2.2). 


Находим dx/di = 0 для A вблизи 0,5 мкм. 
Ахроматическая полоса размыта вблизи значения Хх =. 
— — 5.29 ΜΜ. 
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Примечание. Ha фиг. 2.2 изображена группа линий согласно. 
уравнению х == --4,545 -- 0,909р^, которое соответствует поло- 
сам, возникающим при введении недисперсного стекла с пока- 
зателем преломления Mo == 1,50. 


ЗАДАЧА 3 


Фурье-спектроскопия 


Мы хотим определить спектральное распределение яркости 
Β(σ) источника. Для этого интерферометр Майкельсона исполь- 
зуется как модулятор (фиг. 3.1). 


Ly LY 


| И 


| 
—- 


Ml 


> 


< Детектор 
Фиг. 3.1 


Точечный источник Р помещается в фокусе коллиматора Γι. 
Одно из зеркал строго параллельно изображению другого, об- 
разованному делителем пучка Sy. Зеркало М, движется с по- 
стоянной скоростью, начиная с положения, соответствующего: 
нулевой разности хода. 


1. Считается, что путь зеркала неограничен 


1. Обозначив через А разность хода от двух зеркал, рассчи- 
тайте интенсивность света, попадающего на фотоэлемент А (по- 
мещенный в фокусе линзы Lo): 

а) для монохроматического источника (00), 

6) для случая, когда спектр содержит σι и оо. 

2. Выражение для интенсивности можно представить в виде 
суммы постоянного члена (средняя интенсивность) и члена, за- 
висящего от Δ. Эти два члена, умноженные на 2, образуют ин- 
терферограмму Π(Δ). 
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Покажите, что функции В(0) и Г(А) могут быть получены 
одна из другой при помощи преобразования Фурье. Для упро- 
щения этих расчетов полезно искусственно ввести спектр B(—o), 
состоящий из отрицательных частот и симметричный спектру 
B(o). Затем можно использовать следующее свойство: фурье- 
преобразование четной функции есть четная функция. Во всех 
этих задачах функции нормируются. 

Приложение. Опишите и вычислите интерферограмму для 
следующих случаев: 

a) Источник испускает  монохроматическое — излучение 
В (60) =65(6 — σο). 

В) Луч является дублетом: В (6) = 01 6(6 — в!) + αο.δίσ-- 
— Go) (αι H &2 — постоянные, меньшие единицы). 

у) Луч имеет гауссову форму 


В (с) = exp |-- л 5%.) ] 


TI. Движение зеркала ограничено. Разрешающая сила 


Величина А может изменяться только между нулем и макси- 
мальным значением Г. Спектральное распределение, которое по- 
лучается, если в прибор поступает строго монохроматическое 
излучение с волновым числом Oo, спектроскописты называют 
«инструментальным контуром». Исходя из интерферограммы, 
ограниченной величинами А —=0и A=L, получите инструмен- 
тальный контур и представьте его графически. 


РЕШЕНИЕ 


Лучи падают нормально к поверхностям зеркал. 
Для излучения с волновым числом с две плоские интерфери- 
рующие волны имеют разность фаз 


ф==2лоА. (1) 
В Г. происходит интерференция, которая регистрируется в F. 
Ἱ. Рассмотрим идеальный случай, когда движение зеркала 
М, не ограничено 


1. Пусть /; будет суммарной интенсивностью, полученной в КЮ. 
а) Монохроматический источник 


I, = В (00) cos? nog == — 2" (1 + cos 2πσολ). (2) 
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6) Полихроматический источник 
Вклад в интенсивность излучения от каждой длины волны в ин- 
тервале do равен 


41: = В (в) cos* noA do, 
следовательно, 
02 


[+ = | 29 [1 --- cos 2лод] do. (3) 


σι 


2. Таким образом, интерферограмма имеет вид 
[ (A) == | В (с) cos ὀπσδ do. 


σι 


Имеются только положительные частоты, поэтому 
ГА) = \ `В (0) cos 2πσΔ do. (4) 


0 


В качестве примера на dur. 3.2 приведена функция B(o). [10- 
строим искусственный спектр B(—o), симметричный предыду- 


β() 5) 


0 6 6 
С, 6 -6, -6, 0) +6, +0, 


Фиг. 3.2 Фиг. 3.3 


щему, в области отрицательных частот. Если By(o)— четная 
часть функции В (0), то можно написать (фиг. 3.3) 


Вр (0) == [В (с) + В (— ο). (5) 


Тогда уравнение (4) может быть представлено в виде 
- со +}+- 00 
Г(А) = | Вр (0) cos 2n0A do = | В» (ο) ο/πσΑ gg, (6) 


— © — OO 


Если интерферограмма точно известна для величины A, из- 
меняющейся между 0 и co (в действительности между ---οο 
и -+oo, так как она симметрична), то спектр может быть 
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построен при помощи преобразования Фурье: 


B,(o)= ( 1(А) соз 2ncA dA = | 1 (Δ) ϱ- πο dA, 
στ ση (7) 
B, (a) ——> 1 (A). 


Примеры (см. приложение А относительно преобразования 
Фурье). Ехли известна функция В(0), то можно получить 


Га) 





ААА 
ως 


rr 





‘ 
mS, 


Фиг. 3.4 
1(4) 


ΙΛ νι 
VT 4 


7 
dS > 





Фиг. 3.5 
Вр» (с), а отсюда и интерферограмму с помощью преобразования 
Фурье (фиг. 3.4). 
α) B (σ) —0 (σ — So); 
Вр (a) = 8 (0 + σο) + 6 (6 — во) > 1 (A) = C08 2πσιΔ; 
8) B(o) = 016 (в — σι) + 426 (5 — Gy) > 
— [(A)= αι cos Ono, A -- a, cos 2πσοδΔ. 


В специальном случае, когда αι = а, минимумы огибающей 
равны нулю. 


У) В (о) =ехр[-— п (252) ]J=00- σ) Θ exp[—x (5%). 
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Нрименяя теорему свертки (приложение А), получаем 
Г(А) = cos 216% А + ο- πίιάσΑ)Σ, 


Огибающая имеет ширину I/do (фиг. 3.5). 
И. Разрешающая сила 


1. Ограниченная интерферограмма (0 < Ay < L) 


Эта интерферограмма может быть представлена функцией 


Г(А) 
I’(A) = Г(А). F(A), (8} 
us 1 L<A<+lL | 
ДЛЯ ~~ 3 
Ро для A<—L и ADL, (9) 


Используя теорему Парсеваля, можно написать 
С, (5) =F. T. [/’ (А) = Е. T. [7 (A,)] ® Е. Τ. [F(A,)]. (0) 


Преобразование Фурье для щелевой функции имеет вид 


sin 201 
Е. T. [F (A)] =. (11) 
следовательно, 
(о) — 2 = Oo) L | sin 2x (6 00). 
6 ое + In (6+ om) L (12) 


ГА) = I(4) F(A) 


tb — —— 





Фиг. 3.6 


Инструментальный контур приведен на фиг. 3.6. 


-- sin 20 (© — Go) L . 


здесь С(0)— спектр, полученный от строго монохроматиче- 
ского источника излучения; он имеет ширину Ao == 1, Тогда 
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разрешающая сила для излучения σο описывается выражением 


— 00 οσο κ 22 
— σ — Ορ 2, = i = М, 


Таким образом, разрешающая сила пропорциональна числу за- 
регистрированных полос №. 
Численный пример: 


Е =103, 4==0,5 мкм, 


2-10? © 


ЗАДАЧА 4 


Интерферометр Маха 


В этом случае изучается интерференция отдельных лучей, 
как показано Ha фиг. 4.]. 


, 0, | 
0 | Af ean 
B P| Ус 0 
0, 
AIAN (2) 
5 G | р 
Фиг. 4.] 


Пусть В и В — два зеркала с отражательной способностью, 
равной единице; А и С— два идентичных делителя лучей, рас- 
положенных, как показано на фиг. 4.1. Примем АВ = Ср =а 
и ВС = АР = 94, 

Точечный источник $, помещенный в фокусе объектива Οι, 
испускает монохроматическое излучение с длиной волны 
Xd = 0,5 мкм. 


1. Интерферометр с равным ходом лучей 


1. При помощи отъюстированной установки покажите, что 
две плоские волны, распространяющиеся вдоль. оси Cx, коге- 
рентны и синфазны. Какова интенсивность каждого отдельного 
луча? [о — интенсивность источника. Коэффициенты пропуска- 
ния и отражения для делителей лучей точно равны Шо. | 

Поместите объектив с фокусным расстоянием 4 в О., так что 
СО. == 4. Этот объектив дает действительное изображение пло- 
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скости Р, лежащей на ВС, в плоскости В’. Что наблюдается 
в плоскости P’? 

2. Поместите в Р тонкую пленку (будем считать, что тол- 
щина, поглощение и дисперсия пренебрежимо малы, а фазовый 
сдвиг постоянен). Опишите новый вид светового поля в плоско- 
‚сти Р. Покажите, что при помощи фотометрического измерения 
можно определить сдвиг фаз ф, вносимый пленкой L. В качестве 
определения контрастности примем 


Г — [ макс .α Гиин 


I max 


Численный пример. Вычислить сдвиги фаз Q; И qo, вызван- 
ные двумя пленками Ё1 и Ро соответственно, которые дают KOH- 
трастность Γι = 1 a Г. = 0,25. 

3. На какую величину Ду необходимо сместить делитель лу- 
чей С параллельно самому себе, чтобы увидеть темное поле? 
Вычислите контрастность и обсудите преимущество этого метода 
перед предыдущим. 


|. Интерферометр с полосами в качестве изображения 


1. Рассмотрим установку, описанную в №1. Поверните 3ep- 
кало D на угол o% = 2’ вокруг оси, перпендикулярной плоскости 
рисунка. Опишите систему полос и рассчитайте интервал между 
НИМИ. 

2. Каков вид поля в белом свете? 

3. Вновь введите пленку Г. Покажите, что смещение цент- 
ральной полосы дает достаточную информацию для оценки фа- 
30BOrO сдвига, вносимого пленкой. Рассчитайте смещение для 
значений ф! И фо, упоминаемых в 1,2. Примите в качестве еди- 
ницы длины интервал между полосами 1, соответствующий длине 
волны A == 0,5 МКМ. 

4. Увеличьте источник S и найдите плоскость, в которой ло- 
кализуются полосы. 


РЕШЕНИЕ 


I. Интерферометр с равным ходом лучей 


1. Лучи Ги 2, исходящие из одного и того же точечного 
источника, распространяются как когерентные волны: 
геометрические пути ABC и ADC равны, 
_ отражения в А'и Вс одной стороны ив ри С с другой сто- 
роны одинаковы, и каждый луч проходит через делитель луча 
один раз. 
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Следовательно, оптические пути равны, и волны, идущие 
вдоль Сх, находятся в фазе. 

Поскольку источник точечный, интерференция не локали- 
зована. 

После отражения в А луч Г переносит энергию /[/2, и после 
прохождения через второй делитель луча С его энергия падает 
до величины /о/4. 


Оба интерферирующих колебания имеют амплитуду ~/ 1/4. 
Таким образом, световое поле в направлении Сх равномерно 


освещено. 
цу 


Примечание. Если вдоль Сх мы наблюдаем интерференцию 
с усилением, то вдоль направления Су, которое перпендикулярно 
Cx, мы обнаруживаем интерференцию с ослаблением, так как 
отражения на делителе луча С имеют разную природу (воздух — 
стекло для луча Сх и стекло — воздух для луча Си). 

Плоскости Ри Р’ являются сопряженными с единичным уве- 
личением, так как они представляют собой главные плоскости 
объектива Oo. Позднее в этой задаче мы сочтем целесообразным 
для проведения измерений убрать плоскость наблюдения из. 
интерферометра. 

2. Пленка L, помещенная в плоскости P, вызывает постоян- 
ный фазовый сдвиг для всех лучей, которые ее пересекают. Эти 
лучи обладают амплитудой 


Таким образом, освещенность изображения пленки есть 
. [о 
I, [1 + cosq] < 1. (2) 
Объект будет выглядеть более или менее темным на ярком фоне 


(фиг, 4.2) с контрастностью 


I маке — [мин Γι — {ο 1 — cos? φ/2 


1 макс [ 1 , ] (3) 





ЗАДАЧА 4 ’ ИНТЕРФЕРЕНЦИЯ 31 


Численные примеры: 


Г=1-»[.==0-»ф-=л, Зл,... изображение объекта — темное 
| на ярком фоне 


Γ-- 0,25-> 1, ==0,75—ф==-, 2% 


“3 9 see 


Γ--0 --» [ος [ρ-»φς-2π, ἀπ, ... QOH равномерно яркий, объект 
невидим. 


Из фотометрического измерения величин Ни lg можно полу- 
чить φ. 


Фиг. 4, 





Примечание. Если пленка вносит лишь очень небольшой фа- 
зовый сдвиг, то контрастность может быть записана как 


—® 
Г=-. 


В этом выражении ф входит во второй степени и, таким образом, 


величина [` очень мала. Эта установка не позволяет обнаружить 
малый фазовый сдвиг. 


Фиг, 4.3 





_ 8. Необходимо, чтобы колебания луча 1 (перед введением 
объекта) и луча 2 были совершенно не в фазе. Если С сме- 


щается, то путь луча J не изменяется, а путь луча 2 увеличи- 
вается на Ay (фиг. 4.3). 


Мы хотим получить 


Ag= Му==л, (4) 
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откуда 
Ay =< ==(),25 мкм. 
При этих условиях 
I, =0, 
=— (1+ соз (ф — π)] = 1 — cos φ = Iysin’ 2. 


Следовательно, 


Г = Гмакс — Гмина — Πο — Г — Го sin? φ/2 -- 0 — | 
Гмакс I, Го sin? φ/2 στο στ. 


Объект выглядит ярким на темном фоне с максимальной KOH- 
трастностью для любого значения g. Используя этот метод, 
можно обнаружить чрезвычайно малые изменения фазы. 


И. Интерферометр с полосами в качестве изображения 


1. Если зеркало D повернуть на угол α, то волновая по- 
верхность 2» поворачивается на угол 2a. Будут видны верти- 
кальные прямые полосы, перпендикулярные плоскости рисунка, 


{ 
Белая полоса 





Фиг. 4.4 


Полоса нулевого порядка находится на оси Сх. Система полос 
с яркими центральными линиями имеет интервал 


--ᾱ 
—^ Oe gg MM. 


9. Наблюдение в белом свете. Центральная полоса — белая 
и ахроматичная. Полосы, которые ее окружают, подобны радуге 
с голубой частью, направленной к центру, и красной — наружу. 
3. Опорная волна Σο не возмущена, волна 2, имеет сдвиг 
(фиг. 4.4, а). В изображении пленки L белая полоса смещена 
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от / до 2 (фиг. 4.4,6). Это смещение можно измерить окуляр- 
ным микрометром. 

Численный пример. Для ф = 2kn (Е — любое) смещение по- 
лосы равно d = ki: 


фл = —0,21 ММ, 


ф=- > =to>d=1=0,07 ΜΜ. 


Чтобы получить ф, необходимо измерить: 

смещение центральной полосы, 

интервал между полосами в монохроматическом свете изве- 

CTHOH ДЛИНЫ ВОЛНЫ. 

4. Локализация. В случае протяженного источника $ полосы 
становятся локализованными. 

Теорема. Поверхность локализации определяется точками 
пересечения двух лучей, образующихся из одного падающего 
пучка. 


В (1) 
(απ) στ re (2) 
| 
λα 
ly 
fi hy 
Фиг. 4.5 


В случае интерферометра Маха поверхность локализации 
совпадает с изображением зеркала D, образованным в делителе 
луча С. Это плоскость л, проходящая через Р и наклоненная 
под углом 45° к ВС (фиг. 4.5). (На практике обнаруживают, 
что полосы локализуются в несколько более протяженной обла- 
сти, окружающей Р.) 


ЗАДАЧА 5 


Интерферометр Майкельсона 


Рассмотрим интерферометр Майкельсона, изоображенный на 
фиг. 5.1. Источник $ помещается в фокусе линзы [.1. Сначала 
зеркала М, и М2 взаимно перпендикулярны и расположены 
под углом 45° к делителю лучей С. В этой задаче не рассма- 
триваются эффекты, связанные с отражением или пропусканием 
через G. 
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Точечный источник $ испускает монохроматическую волну 
с А = 5461 А. 

1. Зеркало М, остается в своем первоначальном положении, 
тогда как зеркало My поворачивается на угол α вокруг оси Op, 
перпендикулярной плоскости рисунка (фиг. 5.2). Что будет 
видно в этом случае? 


М, . ; yyy, М, 
G G , 
OV 0, | 
о 5 ] | 
1 - 
й 
My, 
Е ЕЁ Е РЁ 
Фиг. 5.1 Фиг. 5.2 


а) Объясните, почему полосы не локализованы и имеют 
всюду один и тот же интервал. 

6) Рассчитайте интервал между полосами в плоскости Ё, 
перпендикулярной направлению 10,4, если задано a= |". 

2. М, — опять плоское зеркало, но Λο заменяется теперь 
сферическим зеркалом (выпуклым или вогнутым) с радиусом 


|, 0 M, 


Фиг. 5.3 


R= 10 (фиг. 5.3). Центр зеркала М. находится на 10ο. Вер- 
шина зеркала My (изображение My в делителе лучей) совпадает 
ς Οι. Плоскость наблюдения E проходит через Qj. 

‚а) Каков вид центра колец? Рассчитайте радиусы первых 
трех ярких колец, наблюдаемых при этих условиях. Одинаков 
ли результат для вогнутого или выпуклого зеркал? 

6) Зеркало Μι движется навстречу делителю лучей. Каково 
° смещение колец, если Λο — выпуклое зеркало? 
в) Что произойдет в случае «6», если М2 — вогнутое зеркало? 
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Точечный источник S испускает белый свет с Ο4 -λ-« 
< 0,8 мкм. Щель спектрографа с дисперсией, пропорциональной 
длине волны, расположена в плоскости, сопряженной плоскости 
Е. Щель параллельна плоскости рисунка. Ее центр совпадает 
с продолжением оси {Οι. Что наблюдается в выходной фокаль- 
ной плоскости спектрографа, если осуществляются опыты, опи- 
санные в п. Г.Т и 1. 2) 

Для обоих случаев укажите точное положение ярких линий. 
(Высота щели [ = 19 мм.) 


Пусть э — протяженный монохроматический источник (A = 
== 9461: Ἀ). Зеркало М, остается в своем первоначальном поло- 
жении, Mo вновь заменяется пло- 


i 
ским зеркалом. Будем считать, μυ 
что изображение М; параллельно | о М 
М; и находится на расстоянии у б 
п М о 

римерно 1 см от М, (фиг. 5.4). 

Линзы № и Lo имеют фокус- . 0, 
ное расстояние {| м. { 

1. Объясните, почему полосы . 
локализованы. Где находится ή, 
плоскость локализации? Lo 2 


2. Центр наблюдаемых колец 
имеет максимальную интенсив- 
ность. Рассчитайте радиусы пер- 
вых трех ярких колец. Как будет 


изменяться интерференционная p 
картина, если „М4 приблизить Фиг. 5.4 
К М? 


3. Каков минимальный диаметр источника, три полосы кото- 
рого будут видны? 

4. Что произойдет, если источник © передвинуть из центра 
на 12,8 мм? Нарисуйте точный вид плоскости локализации. 


РЕШЕНИЕ 


1. Монохроматический точечный источник на бесконечности 
1. Зеркала Μι и М. плоские 


а) В случае точечного источника полосы не локализуются. 
Если зеркала расположены под углом α, то имеются две пло- 
ские волны, которые образуют угол 2a. Мы получаем экви- 
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дистантные прямые полосы, перпендикулярные плоскости 
фиг. 5.2. 
6) Интервал между полосами равен 


po _ 10-8 = 0,91 мм. 
20, 2.3.10 


2. Зеркало М, — плоское, М. — сферическое 


Интерференция возникает теперь в результате взаимодей- 
ствия плоской волны δι и сферической волны Ze с радиусом, 
равным фокусному расстоянию зеркала (фиг. 5.5} 


κ 
[ зеркала => ом. 


а) Относительное положение двух волн №; и Σο показано Ha 
фиг. 5.6, а и 5.6, 6. 


г С, Ly Е 
ral 
С Е 7 
Вогнутое Выпуклое 
зеркало зеркало 
‚ Фиг, 5.5 Фиг. 5.6 


Интерференционная картина (фиг. 5.6) не зависит от знака 
радиуса Мо. Она имеет вид колец Ньютона © ярким центром (по- 
скольку Dy и 50 касаются в точке пересечения с осью). 

На расстоянии х от оси разность хода двух лучей §6 = е, 
так что 

x’ == (217 — е)е ~ 2fe= Re. (1) 


Радиусы ярких колец (6 == kA) определяются выражениями 


r=VkViR= VE 0,5461 - 10-3. 10. 103, 
г(в мм) =2,34^/Ё (&— целое число). (2) 
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Радиусы первых трех ярких колец равны 
kR=1, Г ==2,34 мм, 
k=2, Го = 3,30 мм, 
kR=3, г.=4,04 ΜΜ. 


Теперь будем приближать зеркало М, к делителю лучей. 

6) М. — выпуклое зеркало. Относительное положение волно- 
вых поверхностей показано Ha фиг. 5.7, а. Если зеркало М: сме- 
щается вперед, то кольца раздвигаются на краях и сгущаются 
в центре. Число колец будет много больше, чем в случае ‹а». 


5, Е, 
Выпиуклое зеркало a 


Объектив 
daa проверки 


Вогнутое` зеркало 7 
06 М? 


Фиг. 5.7 Фиг. 5.8 


a 
εν 
ct 


в) М — вогнутое зеркало. Кольца раздвигаются в центре и 
сгущаются на краях. Центральное кольцо лежит на пересечении 
>! И 219. 

Примечание. Модифицированный таким образом интерферо- 
метр называется интерферометром Тваймана. Он обычно ис- 
пользуется для проверки качества объективов (фиг. 5.8). 

Объектив ОБ устанавливается таким образом, что его фокус 
точно совпадает с центром С зеркала Me. В случае идеального 
объектива лучи, возвращающиеся вдоль этого пути, являются 
плоскими волнами, и Мы наблюдаем картину интерференции 
двух плоских волн. Если ‘объектив имеет дефекты, то волна 2ο 
уже не будет плоской. После интерференции с опорной плоской 
волной У, (отраженной от Μι) она образует деформированные 
олосы. 
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И. Полихроматический источник 


1. Щель спектрографа перпендикулярна прямым полосам и 
параллельна поверхности Μι (вдоль оси x) в плоскости рисунка. 

Мы наблюдаем интерференцию с усилением, если Зах = ВА, 
(А — целое число). Так как дисперсия спектрографа пропорцио- 
нальна A (коэффициент пропорциональности примем равным |), 
уравнение для положения ярких полос будет иметь вид 


| 


При этом образуются группы полос (фиг. 5.9, а). 





Х, мм 

О ОИ 
2,66 2,66 
1,33 σσ 1,33 
a 

0,4 08 A,mkm 64 0,8 А,мкм 

а 6 
Фиг. 5.9 


а— прямые полосы —прямые линии; б —кольца Ньютона-—параболы 


Интерференция двух волн создает широкие полосы. 
2. Выражение (1) позволяет получить уравнение для ярких 


полос 
x?== Ю.К), (4) 


OTH полосы представляют собой параболы с вершинами на оси 
λ, совпадающими при А == 0. 


HI. Протяженный монохроматический источник. Кольца 
на бесконечности 


1. Наблюдаются полосы равного наклона, локализованные 


на бесконечности. 
2. Если i— угол падения лучей на зеркала М, и Μο, το раз- 
ность хода между отраженными лучами равна 


6 = 2есоё=2е(1 —+ ; (5) 


Центр виден Kak яркая точка. Порядок интерференции на оси 
есть целое число №. Яркие кольца образуются лучами, состав- 
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ляющими угол i 6 осью, так что 
——_— /a 
i= Wk, —k ^/ < (в — целое число). (6) 


В фокальной плоскости линзы Ly радиусы ярких колец даются 
выражением 


г(в Mt) = fi 10 A/ OPO — УЕ ν5ὰ6Ι; 
К, —k=1, Г, = 17,39 MM, 
δρ — Е =2, Го = [0,45 ММ, 
ky — А ==3, гз = 12,80 ММ. 


3. Эти кольца образуют изображение источника (линзы Ly 
и Lo обладают одинаковым фокусным расстоянием; источник 
и его изображение имеют один и тот же размер). 


Контур 
„геометрического 

изображения 

источника 





Фиг. 5.10 


Для наблюдения трех колец необходимо, чтобы источник 
имел минимальный размер 


р = 2г. =2 © 12,8 MM, 
[μμ == 25,6 ΜΜ. 


4. Если удалить источник с центральной линии, то можно 
увидеть только части колец, лежащих на геометрическом изо- 
бражении источника. Тем не менее центр колец совпадает с осью 
прибора. 

Центр колец лежит в точке S (фиг. 5.10), а центр изображе- 
ния источника лежит в точке S’(SS’ = 128 мм). 

Примечание. Кольца Ньютона и кольца на бесконечности 
имеют один и тот же вид. Первые обусловлены изменениями 
толщины (равный наклон), вторые — изменениями угла Падения 
(равная толщина). В первом случае Е увеличивается с удлине- 
нием OCH, во втором случае ^ уменынается. 
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ЗАДАЧА 6 


Интерференционные фильтры 


Два полуметаллизированных слоя стекла разделены фикси- 
рованным расстоянием е с постоянным Показателем преломле- 
ния среды я (фиг. 6.1). 

1. Гакой фильтр необходим для получения максимума про- 
пускания в.случае нормального падения волн с A= 5500 А. 
Зная, что промежуточным веществом является криолит с пока- 
зателем преломления п == 1,35, определите возможные значения 
Металлический для расстояния е. Желательно иметь только 

слой одну полосу пропускания между 4000 и 

7500 А (фазовым сдвигом при отражении 
от металлизированных поверхностей можно 
пренебречь). | 

Kpuonum 2. Как изменится длина волны максиму- 
ма пропускания, если параллельные лучи 
падают на Фильтр под углом i, а не под 
прямым углом? 


РЕШЕНИЕ 


1. Нормальное падение 
Максимумы пропускания соответствуют 





г 


Стекло . 
интерференции с усилением, т. е. разности 
Фиг. 6.1 хода 
ὃ --- 2 ие —= Е = ... == АА, (1) 
Где №, ..., К — целые числа, указывающие на порядок интерфе- 
ренции для длин волн №, ..., А. 


Находим максимум пропускания для фильтра с такой толщи- 
ной криолита, что 


A 
е — Ry on = Rp €o, 


(2) 
5 500 : 
Sag = №‘ 2040 А. 


Определим другие полосы пропускания в видимой области спек- 
тра. Только при расстояниях е = ео = 2040 А ие = 2ep = 4080 А 
имеется одна полоса пропускания. 


е —= К * 











Гоблина 6.1 

λ λ λ Число полос 

е | 0 2 пропускания 
ey k = 0,73 kyo = 1 k == 1,73 1 
260 k= 1,46 ky = Е = 2,74 I 
Зе в = 2,12 К, = к = 4,1] 2 
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2. Наклонное падение 
При этом разность хода становится равной 
9—2 ие cos г = Ко. (3) 


Сравните это выражение с уравнением (1). Мы находим тот же 
порядок интерференции для более коротких волн 


№ <». 


Когда фильтр наклонен, полосы пропускания сдвигаются в сто- 
рону более коротких волн. 


ЗАДАЧА 7 


Эталон Фабри — Перо. Использование экранов 


Пластины эталона Фабри — Перо устанавливаются строго 
параплельно на расстоянии | см друг от друга при помощи трех 
инваровых клиньев. Эталон помещается между двумя идентич- 
ными собирающими линзами L, и Lo, имеющими фокусное рас- 
стояние 15 см. В фокальной плоскости линзы Ly располагается 


Пластина ἰ, 
Ly Lis 


N 
ὶ 
ἃ 
Ν 
S 





PFE 
Фиг. 7.1 


источник света диаметром 1 cM (с центром в главном фокусе 
линзы £1). Этот источник испускает монохроматическое излу- 
чение с длиной волны A == 0,49 мкм (фиг. 7.1). 

Показатель преломления воздуха примем равным 1. 

1. Рассчитайте порядок интерференции в точке РЁ”. 

Сколько ярких колец можно увидеть в фокальной плоскости 
Линзы Lo? 

Каков порядок интерференции и радиус самого большого 
из колец? 

2. Между полупосеребренными пластинами поместите непро- 
зрачный экран, который закроет половину поверхности этих 
пластин. 

Что будет видно в фокальной плоскости линзы Lo? 
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3. Замените непрозрачный экран прозрачной пластиной тол- 
шиной 0,5 мм с показателем преломления 1,5. Определите вид 
светового поля. Определите значения радиусов ярких колец. 


IZ 12’ 


QW YP” " Фиг. 7.2. 
ae 


x 


4. Что будет видно, если ту же стеклянную пластину поме- 
стить в установку, которая дает кольца Ньютона для нормально 
падающего света (фиг. 7.2)? 


РЕШЕНИЕ 


1. Пусть #-— угол падения. Два соседних луча имеют раз- 
ность хода 


§ = 2necosi = ие [1 — +]. (1) 


Положение ярких интерференционных колец определяется выра- 
жением 


2ne ῃ — 5 =k}, (2) 


где & — целое число. 
Порядок интерференции в центре есть 


by =e = Во = 40 816,32. 3) 





Порядок интерференции на краю светового поля (ing COOT- 
ветствует максимальному значению i= 05/15 = 0,0333 = 


— 1/30 ραπ) равен 


Порядок интерференции самого большого кольца равен 40 794, 
Угловой радиус соответствует значению 


_ bin, — А. 
im 4/2 Α/ προ = 0,03807 рад, 


Ro) 


откуда линейный радиус равен 
г==Н —0,4960 см. 
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Двадцать второе кольцо имеет радиус, равный 1,96 MM (по су- 
ществу находится на краю поля). 

2. Половина падающих лучей не проходит сквозь эталон. 1]о- 
этому полезная поверхность эталона вдвое меньше. Положение 
п радиусы колец остаются неизменными, однако их освещен- 
ность уменьшается вдвое (фиг. 7.3). 





3. Пусть параллельный пучок лучей образует угол i с осью 
системы. Два луча, которые проходят через нижнюю часть эта- 
OHA, имеют разность хода 


6, = 2ecosi. 


Два луча, проходящие через верхнюю часть эталона, имеют та- 
кую разность хода 62, что если е — толщина пластины L, то 


6, (i) =2(е—е’) cosi + 2ne’ созг = δι (i) + 2е' [п 905 — cos i], 
6, (i) = δι (i) + 26 [η (1-5)- (1-->)], 

5, () = 8 @) + [ип (1-т)]=5®-+е (1+5). 
Следовательно, 


ьф=ь Но (1+3). 


Мы видим в световом поле две системы ярких колец с центром 
в Р (фиг. 7.4). 








Габлица 7.1 
Первая Вторая 
система колец система колец 
Порядок интерференции в центре 40 816,32 41 836,73 
Порядок интерфереиции на краю 40 793,65 4] 814,43 


Число ярких колец 23 22 
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4. На одинаковом расстоянии х от оси системы лучи имеют 
следующие разности хода: 


ὃ ---ᾱ- для лучей Ги 2, 
= + Qe (ή -- Ὦ для лучей ἵ a 2%, 


Какое бы значение R мы ни взяли, изменение порядка интер- 


Фиг. 7.4 Фиг, 7.9 


ференции [2е’/\ (и — 1) = 1020,41] выражается целым числом. 
При этом будут видны две системы колец, как показано на фиг. 7,5. 


ЗАДАЧА 8 


Наблюдение фазовых объектов методом Толанского 


Рассмотрим интерферометр Фабри — Перо. Пластины Ду и Lg 
параллельны. Их поверхности разделены промежутком е He могут 
считаться Полуотражающими. Показатель преломления проме- 






> Фиг. 8.1 
Глаз 


жуточной среды равен 1,5. Интерферометр освещается источни- 
ком S, расположенным в фокусе коллиматора С. Глаз поме- 
щается в фокусе объектива О, который позволяет сфокусировать. 
глаз на любую плоскость между L; и Le (фиг. 8.1). 
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1. Монохроматический точечный источник (A = 0,5 мкм) 


1. Изображение источника формируется в зрачке глаза, и 
наблюдаемое поле равномерно освещено. Вспомним, что осве- 
щенность дается выражением 


] 
f= ly 1+ msin? g/2 ’ 
где m— коэффициент, характеризующий установку и принятый 
равным 2500. Найти ф как функцию е и A. 

Оставляя L; и Ls параллельными, изменяйте промежуток е. 
Графически покажите изменение освещенности в зависимости 
OT ϱ. 

2. Поместите между пластинами небольшой объект, внося- 
щий сдвиг фазы, т. е. прозрачный объект толщиной е’, который 
отличается от среды только своим показателем 
преломления Π sn (фиг. 8.2). 

Для данного промежутка e: 

а) Рассчитайте фазовый сдвиг Аф в области, 
занимаемой объектом. 

6) Выведите закон изменения освещенности 
АГ в этой области. Рассчитайте контрастность 
объекта по отношению к освещенности «фона», 
определяя контрастность как 


Al 
Г=—. 





в) Для каких значений е контрастность ма- 
ксимальна? 

г) Какова наименьшая разность хода, обнаруживаемая этим 
методом, если удается наблюдать контрастность Г = 0,12 


1]. Влияние размеров источника 


Источником теперь является неболыпой светящийся диск с 
центром в $ и диаметром 4. Каждая точка источника создает 
освещенность {(ἱ.6, п), которая зависит от промежутка, ποκᾶ- 
зателя преломления и угла падения лучей на эталон. Будем 
считать, Что освещенность остается неизменной для глаза, 
если Максимальное изменение фаз ф(е,п) и ф(о,е,п} 
равно л/50. | 

Получите допустимые отклонения для размеров источника, 
если фокусное расстояние коллиматора равно [= 50 мм и 

= Ὁ ΜΜ. 
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Ill. Влияние цвета источника 


Рассмотрим точечный источник, испускающий излучение в 
интервале dA, и эталон © разрешающей способностью λ/άλ. Ука- 
занному интервалу соответствует изменение фазы, которое, как 
и прежде, должно быть меньше л/59. Рассчитайте разрешающую 
способность эталона, приняв е == 1,5 мм. 


РЕШЕНИЕ 


|. Монохроматический точечный источник 


1. Два соседних параллельных луча отличаются по фазе на 
2π 


_ C= 7, .24е. (1) 





Пусть имеется интерферометр с равным ходом лучей. Его свето- 
вое поле имеет цвет источника и освещение, описываемое выра- 
жением 
I 
— |,, ——_____. 2 
/ мт из, (2) 


При изменении е меняется и освещенность: она проходит через 
максимум при e = RA/2n (фиг. 8.3). 








1, 
Р 
— * ——_—— <<a er т 
2п 2 2n 
Фиг. 8.3 Фиг. 8.4 
Эти максимумы имеют ширину 
А _ лит 
Ae = πλ с N= ως. (9) 


2. а) Один из двух лучей, которые проходят через объект, 
имеет фазовый сдвиг (фиг. 8.4) 


g = -+ Ag, (4) 
где 


Ag = = Аб (5) 


Аб = 2’ (n’ — п). (6) 
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6) По определению 





_ АГ —mesin g/2 cos φ/2 .. — msin @ 
T= [~~ J+ msin? φ/ὸ P= 2(1 + m sin? φ/9) AQ. (7) 
в) Контрастность максимальна при αΓ/άφ-- 0, так что 
с0$ф (1 + 11 $10" т) == 2m sin? --- cos, 
42 Ф ] 
sin’ > = pap 
9 4/1 -ἷ- 1 2 _4_ 

sing = ——_—~ 8 
m-- 2 ~~ Nn 100 ° (8) 


Эталон Фабри — Перо должен иметь промежуток между пла- 


стинами 
A 





] 
€==—|Rkx+ — |. 9 
On _ | (9) 
Подставляя значение ф в (7), получаем 
Аф vm 
Γι κα πο А Δφς-2ΡΛ 0 
xe Say © p= 25 Ag. (10) 
г) Если положить Гмакс = 0,1, то получим 
| Аб 
Аф— 550 SONS 
следовательно, 
(0—6 
Ag = ^ 2 ВА. 


21.950 2-250 


Примечание. Для достижения хорошей контрастности необхо- 
димо выбрать такую точку Р на кривой фиг. 8.3, где изменения 
{ велики. Идеальная точка соответствует 


[A] =0 или [1% — [2 = 0. 


Это значение не совпадает с точкой перегиба кривой, для кото- 
рой /” == 0, но оно очень близко к ней в случае болыших 12. 
|. Влияние размеров источника 
Имеем 
ὃρ = 2/6, (il) 
6, = 2necos г = 2ne αι ου... sx) 


Ad = ὃν — 0; = ὃρ oa —et, (12) 


It 
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Мы хотим, чтобы Ag < п/50, где Аб < A/100. Таким образом, 


an . ‚50 0,5 - 1, 
«τς an ИЛИ d= 21 2. Α/ 09-18 


10 15-108 ’ 
d<0,224 мм. 


ΠΠ. Влияние спектральной ширины источника 


Если источник не монохроматичен, то фазовый сдвиг не по- 
стоянен. Из (1) имеем 


аф = — — di. 





Чтобы это изменение было меньше 71/50, необходимо 





As 200ne 200: 1,5. 18.107 
А = л 0,5 ; 
т. е 
^_- 9.103 
αλ = ἳ 


Такая величина разрешающей способности эталона считается 
большой. 


ЗАДАЧА 9 


Спектроскопия Фабри — Перо (интерференционная) 
I 


Рассмотрим интерференционную установку, образованную 
двумя параллельными стеклянными пластинами с воздушным 
зазором 6, противолежащие стороны которых Р и Q имеют бо- 
лее высокий коэффициент отражения (интерферометр Фабри — 
Перо). Отражение луча света на каждой из этих поверхностей 
сопровождается появлением фазового сдвига, который прини- 
мается равным нулю для всего излучения. Будем считать, что 
в установке не происходит отражения света от других поверхно- 
стей, кроме Р и Q. Показатель преломления воздуха прини- 
мается ‘равным единице. Линза L с фокусным расстоянием 
Г, оптическая ось которой перпендикулярна поверхностям Ри 0, 
расположена позади эталона (фиг. 9.1). Мы хотим изучить ин- 
терференционные кольца на большом расстоянии в результате 
прохождения света через интерферометр Фабри — Перо. 

1. Вспомним, в какой плоскости следует наблюдать кольца 
без потери контрастности, если используется протяженный 
источник. 
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2. Рассчитайте длины волн излучения Ак, для которых центр 
системы колец имеет максимум интенсивности при использова- 
HHH порядка интерференции К. | 

Je Интерферометр освещается излучением с длиной волны А 
чуть меньшей предыдущего значения Ак. Рассчитайте угловой 


о 
ν У. 


PQl ст 


—м„—ы——ы—— 
Интерферометр 0 
Фабри- Перо ΄ 


— pn 


Спектограф с решеткой 


Фиг. 9] 


радиус ακ(λ) ярких колец, соответствующих порядку интерфе- 
ренции A, в зависимости только от Ak WA. (Πο предположению, 
разность Ax — A такова, что угол ax (^) можно считать малым. } 


ΕΠΙ 


Рассмотрим спектрограф с дифракционной решеткой, образо- 
ванный бесконечно узкой входной шелью Е и решеткой пропу- 
скания Г с шириной (нормальной к штрихам) L=5 см, имеющей 
1000 штрихов на | мм. Коллиматор С и объектив О имеют ОДи- 
наковое фокусное расстояние F = 3 м. Оптическая ось колли- 
матора нормальна к поверхности решетки, и оптическая ось 
объектива параллельна дифрагированным лучам в первом по- 
рядке дифракции для длины волны Ag == 5000 А (фиг. 9.1). 

Каждое изображение щели, образованное спектрографом в 
случае монохроматического излучения, регистрируется на фото- 
пластинке A, нерпендикулярной оптической оси объектива. Точ- 
ки на этой пластинке рассматриваются относительно прямоуголь- 
ной системы координат с осями Охи Оу. Различные монохрома- 
тические изображения шели образуются на оси Ox: О — точка 
пересечения оптической оси объектива с пластинкой. 
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1. Каков промежуток, разделяющий на пластинке изображе- 
ния щели, соответствующие длинам волн Ay = 4500 и А. = 5500 А 
в первом порядке дифракции? 

2. Рассчитайте значения линейной дисперсии Д = dx/dh 
(в мм/А) для длин волн №, Ay и Ap в первом порядке дифракции. 

3. Рассчитайте разрешающую силу решетки при использова- 
нии ее в первом порядке дифракции. 


И 


Входная щель описанного выше спектрографа помещается 
вдоль диаметра системы колец интерферометра, середина щели 
совпадает с центром системы колец (фиг. 9.2). Будем считать, 
что решетка всегда обеспечивает первый порядок дифракции, и 
ограничимся излучением с длинами 
волн между Ay и Ag, так что дисперсию 
можно рассматривать как Линейную 
и равную величине D, рассчитанной в 
П.2 для длины ВОЛНЫ Ao. 

1. Интерферометр освещается све- 
том с длиной волны A. Покажите, что 
на пластинке видны точки максималь- 
ной освещенности. Найдите координа- 
ты этих точек в системе xOy, которая 
определена выше. 

2. На интерферометр падают две 
монохроматические волны с длинами 
Wu A+ αλ, которые очень близки друг 

Фиг. 9.2 к другу. Найдите разность dy орди- 

нат двух максимумов, соответствую- 

щих одному и тому же порядку интерференции К. Выведите за- 
кон изменения значения О’ = dy/di дисперсии интерферометра. 

Что произойдет с δ΄, если длина волны А будег стремиться 
к значению Ак? 

3. Интерферометр освещается белым светом, Покажите, что 
ряд максимумов появляется на фотопластинке в виде линий, и 
запишите уравнение этих линий в системе координат хОу. Опи- 
шите природу этих кривых. 

Найдите расстояние, которое отделяет точки пересечения 
двух последующих кривых с осью Ох вблизи A = № для е = 2 ΜΜ. 

4. Покажите, что разность ординат у› — у: двух точек Λο и 
М, с максимумами, соответствующими порядкам интерференции 
Ки K—1 для длины волны А, может быть выражена в виде 





] 
Ay = 92 — "= 7 PO, Г, е), 
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где и — ордината, лежащая между Yo и у:. Считая, что разность 
Ay мала, выведите. выражение для разности ординат ду двух 
точек, близких к точке М, на пластинке, для которых освещен- 
ность равна половине максимальной освещенности; при этом 
коэффициенты отражения Р и Q предполагаются такими, что 
эффективное число интерферирующих лучей N равно 30. 
Какова разрешающая сила R’ этой установки для длин 
волн вблизи Ag? Сравните ее с разрешающей силой спектро- 
графа с решеткой. Укажите, почему необходимо использовать 
спектрограф в сочетании с интерферометром Фабри — Перо. 


РЕШЕНИЕ 


1. Кольца на большом удалении 


1. Очень четкие кольца, яркие на темном фоне, локализуются 
на бесконечности. Их можно наблюдать в фокальной плоскости 
Е линзы Ё. 

2. Обнаруживается яркий центр для всех таких длин волн, что 


- 
iy к (К — целое число) (1) 


3. Кольца порядка К для длин волн А < λκ. Имеем 
2е COS ак (А) = KA. (2) 


Поскольку величина ακ мала, 
а? 
2е ( ——^ 
2 
следовательно, используя (1), получаем 


к (= VBA/1— =. (3) 





- 


Hi. Дисперсия решетки 


1. Падающие лучи перпендикулярны решетке (i = 0). Пусть 
Р — период решетки. Главные максимумы определяются выра- 
жением 
РзшЕ = рА (р — целое число). 


Спектры первого порядка образуются под таким углом дифрак- 
ЦИИ i’, ЧТО 
0,5 | 


. . А, 
P sini => sini === ==. (4) 
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Дифференцируя (4), получаем 
Pcosi’ di’ = αλ. (5) 


Изображения входной щели, соответствующие Ay и Ag, раз- 
делены промежутком 


— рай =~ 3.108. ο... = 6 
dx = F di’ = ορ 3. 10%» — ο 24/3 +1 (6) 
dx == 346,5 ΜΜ. 


2. Объединяя (4) и (5), получаем значение 
di' ] ] ] | 


Se 
i π--- 


dh Рег Р ШАРЕ РА? 


для которого дисперсия решетки В == dx/dX в первом порядке 
равна 


г 


ax F 
— Ч УР. 7) 


Здесь F выражается в миллиметрах, a Р и А—в ангстремах. 
Численный пример: 


— А OY 3 __ А 
м —4500А, Рая a = 0,335 мм/А, 
3. 103 3 
Ао = 5000 А, Ру == “108 = (5)? 108 Але (5: == () 9460 мм/А, 
А. = 5500A, В НИ == () 36 мм/А. 


^/108 — (5,5)? 105 ^/102 — (5,5)? 


9. Разрешающая сила решетки в первом порядке дифракции. 

Две длины волны А и A+ dA в спектре первого порядка раз- 
делены промежутком АГ = МР созГ. Ширина каждой линии 
равна 


bi’ = (8) 


Leos i 


Две линии разрешены, если 


di’ > di’. (8’) 
Разрешающая сила решетки в первом порядке дифракции равна 
А, 
— ( 
=. 9) 


так что, согласно (8’), получаем 
L 
К == > == Число штрихов = пЁ, 


Ю = 1000.50 =5: 104 
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Hil. Дисперсия эталона Фабри — Перо 


Объективы Си Q имеют одно и то же фокусное расстояние. 
Ордината сопряженных точек одинакова в плоскости E и в пло-. 
скости А (единичное увеличение). Достаточно изучить диспер- 
сию эталона Фабри — Перо в фокальной плоскости линзы L 

I. Использование монохроматической волны с длиной λ. 

Яркие кольца наблюдаются при 


+ 


26 26 Qi 
ZOOS an = — > ]=А (Κ--πεποε число). (10) 


Входная щель спектрометра вырезает эти кольца по диаметру.. 
В плоскости Ё яркие точки имеют ординаты (фиг. 9.2) 


y = fay =f 4/2 — ΔΝ. (11) 


Входная щель совпадает с Оу. Фотопластинка перпендику- 
лярна дифрагированным лучам первого порядка с длиной волны 





DA Πλγαλ) т 
Фиг. 9.4 





Ao = 5000 А. Для этого спектра считается, что решетка имеет- 
постоянную дисперсию 


d 
D=—~ = 0,346 мм/А. 


В плоскости А наблюдаются яркие точки с координатами 


(фиг. 9.3) 


x= ПА, = const, 


А. (19). 


2. В этом случае имеем две монохроматические волны, А. 
и λ- did. Takum образом, в плоскости Е наблюдаются две- 
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концентрические системы колец и, следовательно, две серии яр- 
ких точек на входной щели. На пластинке видны две серии ярких 
точек, сдвинутых на D- dd (фиг. 9.4). Вывод уравнения (11) поз- 
воляет написать | 


Qe 49 — КА dn 


Величина dy соответствует промежутку между двумя точками, 
равному М7. 

Из (13) выводим формулу для дисперсии эталона: 
К | 


Р-Р SSE (14) 


dy = —f*~ (13) 


Видно, что наибольшая дисперсия получается для максималь- 
ных значений К, т. е. для колец малого диаметра. В пределе при 
А = Ак = 2е/К дисперсия О” становится бесконечной, | 


4 | 





Άλι OASMKM Αρξθόνκμ A, = 0,55 мкм 


Спектры порядка +1 
Фиг. 9.5 | 


3. Полосатые спектры. Если источник излучает все длины 
волн между A; H Ag, то уравнение для линий максимальной осве- 
щенности в плоскости хОу дается системой (12). Исключая A, 
находим выражение 


и=Р (2-2). (15) 


Это яркие, очень четкие параболы с осью Ох. 
Изменяя К на единицу, переходим от одной параболы к дру- 
гой (фиг. 9.5). Их вершины лежат на оси Ох и имеют абсциссы 


хе о (16) 


ЗАДАЧА 9 ИНТЕРФЕРЕНЦИЯ 


Две последующие вершины разделены на 


№ (5.103)?. 0,346 


0 = 


ορ 4. 107 oz 0,2 ΜΜ. 


Ар. АК= D= 
Имеем 

для А =4500А, Кл ==2е/\, = 8888,8, 

=5000А, Ka, = 2e/Ay =8000,0, 

„=5500А, Ka, = 2e/Ay == 7272,7. 


Тогда в поле зрения видно (8888 — 7273)+ 1 = 1616 «частей»: 
парабол. Они вогнуты в сторону голубого цвета. 

4. Разрешающая сила интерферометра Фабри — Перо. Длина 
волны 4. Порядки Ku К- 1. 

Пусть Ау — расстояние между точ- 
ками М, и М. (фиг. 9.4). Из выраже- 
ния (11) следует 





А, АК 
А = дж. 
4 Пет ^/2 — КА/е 
Если |AK| = 1, то 
А, ] 
А мм; 17 
4 ny 4/2 — КА/е (17) 
АРА 
Ay = — у 2e — MyM), (18) Фиг. 9.6 


Кольца сгущаются, если двигаться от центра к периферии: 
(фиг. 9.6). Для длины волны А кольца порядков Ки К— 1 пред- 


i/o 





2-3 (A+dA) \2-к^- \2-(к-1)^- ου 


| Καλ. A. 
2ρὰ зе“ 


Фиг. 9.7 
ставлены сплошными линиями. Для длины волны A+ ал соот- 
ветствующие кольца представлены пунктиром. 


Рассмотрим монохроматическую волну длиной A. Если Ay — 
расстояние между двумя последующими кольцами, а бу— 
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ширина колец, то мы имеем 
Ay 


Величина N называется эффективным числом интерферирующих 


лучей. Ее значение π (1 — Ю) зависит только OT коэффи- 
циента отражения пластин интерферометра Фабри — Перо. 

Если источник испускает две близкие длины волны, A и 
A+ dh, то говорят, что две точки М, и М! разрешены, если рас- 
<тояние ММ! =@4иу больше чем dy (фиг. 9.7): 


dy >> dy. (20) 
Объединяя (19) и (20), получаем условие 
dy > = Ay. (21) 


Взяв значения dy απ Ay из (13) и (17) и используя их в нера- 
венстве (21), получаем 


А 


Разрешающая сила интерферометра Фабри — Перо равна 
Ν΄ = КМ. (22) 


Для длины волны Ag самый высокий порядок интерференции 
находится в центре: К = 8000. Находим 


R’ = 30 - 8000 = 94 0002, 


Дисперсионные оси интерферометра Фабри — Перо (Oy) и pe- 
шетки (Ох) пересекаются. Таким образом, исключается всякая 
неоднозначность в спектральном анализе для случая, когда 
имеется перекрытие различных порядков интерференции в одной 
и той же точке оси Oy. 


ЭЛЕКТРОМАГНИТНАЯ ОПТИКА 


ЗАДАЧА 10 


Интерференция радиоволн 


Электрические свойства воды Атлантического океана по от- 
ношению к радиоволнам характеризуются следующими кон- 
стантами: 


2, =0|, и. =| у=4,3 Ом! mn. 


1. Покажите, что вода может рассматриваться как хороший 

проводник для частот, меньших 108 Гц, Далее в этой задаче мы 
будем считать, что вода — идеальный проводник. 
‚ 2. При этих условиях рассмотрите горизонтальную диполь- 
ную антенну, расположенную в точке $ на высоте Н над поверх- 
ностью моря и испускающую монохроматические радиоволны 
длиной λ. Приемник помещается в точке О на высоте A над 
водой в экваториальной плоскости излучения ог антенны и на 
расстоянии D по горизонтали от нее. Предположим, что D много 
больше, чем Н ий, и что поверхность воды, которая считается 
плоскон, простирается от $ до О (фиг. 10.1). 





Найдите изменения электрического поля в зависимости от Н, 
hw A для данного значения О. Определите минимальное значе- 
ние A, для которого имеет место оптимальный прием. 

Численный пример: Н == 300 м, Ор = 10 км, λ--«30 м. 

5. Для малых значений A найдите выражение для зависимо- 
сти интенсивности волны в точке О от D и сравните его с соот- 
ветствующим выражением, которое справедливо в отсутствие 
океана. Считая, что волны распространяются параллельно по- 
верхности океана (это справедливо, поскольку Я и ἤ малы) , 
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рассчитайте среднюю мощность (M) излучения, которая проходит 
по направлению нормали через единицу площади поверхности 
в точке О, как функцию общей средней мощности (@M), излучае- 
мой диполем, | 

Численный пример: Н =й = = 10 м, D=10 км, (O)= 
== 10 Вт. 


РЕШЕНИЕ 


1. Для хорошего проводника ток проводимости превышает 
ток смещения и мнимая часть комплексного показателя прелом- 
ления больше, чем действительная. В этом случае отношение 
этих двух переменных для воды океана равно 


у __ 61-109 _ 10? 
&e-O Пу’ 





Таким образом, эта вода является проводником, который не про- 
пускает частоты у < 109 Гц (A = 0,3 м} и хорошо пропускает ча- 
стоту у = 105 Гц. | 

2. Антенна принимает волну, распространяющуюся вдоль 
SO, и волну, отраженную в точке Р поверхностью воды (KOTO- 
рая ведет себя как идеальное зеркало), под углом, близким 
к 1/2, так как О» Н (здесь ГА 88°15’). Коэффициент отраже- 
ния практически равен единице. Электрическое поле волн гори- 
зонтально, и при отражении происходит фазовый сдвиг л, в ре- 
зультате чего тангенциальная компонента электрического поля 
равна нулю на поверхности проводника. 

Разность хода волн, поступающих в точку О, равна ЗРО— $0: 


50= ИБ И [1+ (=), 


520 = МЕН Ее +4 (2**)', 


так что 
НЙ 
и разность фаз в точке О равна 
__ and Anh 


P= TTS ро тм. 


Ни малая разность хода, HH предполагаемое полное отражение 
не вызывают ‘никакого заметного различия в амплитуде (кото- 
‘рая изменяется как 1/г) у прямой и отраженной волн. Так как 


ЭЛЕКТРОМАГНИТНАЯ ОПТИКА 
эти поля параллельны, то результирующее поле определяется 
выражением 


Οπή” . 2nHh 
iD У (1) 





Fo Го. cos wt - 2 cos (wt + 9) = — = sin ( ot + 


Тогда в каждое мгновение на вертикали в точке О мы получаем 
ряд максимумов и минимумов в значениях амплитуды. На по- 
верхности воды (й = 0) находится минимум, равный нулю. Пер- 


ный максимум имеет место на высоте fA; = АРАН. 
Численный пример: 
30.104 
h, = 1.300. — 250 м, 


3. Для В < й можно заменить Sin2nHh/AD значением угла. 
Тогда амплитуда электрического поля в точке О будет пропор- 
циональна 1/0, а интенсивность результирующей волны про- 
порциональна 1/40)“, тогда как интенсивность прямой волны из- 
меняется как 1/0. 

Мощность (®) определяется выражением 


] 
(D) = > СЁ т» (2) 
где Ey представляет собой амплитуду (1), так что 
Ад НИ 
Е = Ey (9) 


Поле £o/D, создаваемое дипольной антенной на расстоянии D 
в ее экваториальной плоскости, имеет амплитуду (при 0 = л/2) 


E, 1 idm 4 
р ^ 41? D ° (4) 


С другой стороны, суммарная средняя мощность (Φ), излучае- 
мая синусоидальным диполем, дается уравнением 


4 42 
- т 

(Ф) = 12 пес? 

Используя (2)— (5), получаем 


(D) = a бл ο. ~ (Ф). 


4 9 
— 3 ME CE . (5) 


Численный пример: 


(D) = бл. 10:34:09. 107° Вт. 
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ЗАДАЧА 11 
Формулы Френеля 


I 


Уравнения Френеля определяют коэффициенты отражения 
света в предположении, что магнитные проницаемости µι и µο 
диэлектрика равны магнитной проницаемости вакуума и. Что 
произойдет с этими уравнениями, если не принимать такого 
предположения? 


il 


Рассмотрите возможность появления линейной поляризации 
отраженного света вследствие отражения, если µι и из отличны 
OT Но. 


Ш 


Покажите, что для диэлектрика в вакууме, где относительная 
диэлектрическая проницаемость в, равна относительной магнит- 
ной проницаемости Uy, при нормальном падении света коэффи- 
циент отражения равен нулю. 


РЕШЕНИЕ 


I 


Уравнения Максвелла для плоской волны дают следующее 
общее выражение, связывающее магнитное поле Я © электриче- 


ским полем E: 
е 
Н = a/ = Е. 
Ц 


При отражении и преломлении света на поверхности между 
двумя прозрачными средами уравнение непрерывности для ком- 
поненты электрического поля, нормальной к плоскости падения, 


имеет вид (фиг. 11.1) 
Е, -- Е„ = Е, следовательно, 1-- г==1; 


(H; — H,)cosi, = Πιοοδίο, откуда α/ 2 (1 —r)cosi; == 


== д/ 2 t 08 in. 
[io 


ЭЛЕКТРОМАГНИТНАЯ ОПТИКА 
Выведенный коэффициент отражения г, равен 


РИ Ма!/ и cos 1 — А/Е2/ о COS 12 


+ ψει/μι COs ip + ^/ 2/2 COS {ο 
и коэффициент пропускания fy равен 


1 -- θ4/ει/µΙ COS [1 
=. 
Φ/ει/µι cos iy + А/Е2/ по cos [2 





. 


by 









Фиг. [1.1 


Η, 


Находим выражения для коэффициентов в случае, когда поля EF 
находятся в плоскости падения 


AV =>/Ш> cos iy — АИ 605 is 
"i alan κος ϱ п ИИ, 
А/=>/и2 cos fy + МЕ cos {ο 


_ . о 
ОУН сов о 
М е/из cos iy + Ύει/µι cos ip 

1] 


Падение под углом Брюстера приводит к исчезновению Г - 
Это условие осуществляется при использовании выражений (9), 
где 


#2 . ει . 5 rn ae 
— COS i = 4/4 cosi = 4/2 | — sin‘ é5. 
И2 μι 2 μι ν 2 


Используя закон преломления 


SiN 12 __ 02 __ ΕΙΝ! 
Sin ΓΙ О: Calls 


и выражая Sind; и ϱο5δὲι, через Ц, находим 


to { = л/а = este 
5 2β ει (#212 — &11 1) 








ЗАДАЧИ ПО ОПТИКЕ ЗАДАЧА 19 


При в; =.= получаем 


Уи 


что является обычным выражением для угла Брюстера. 
Из уравнения (1) видно, что при принятых предположениях 
г, также может обратиться в нуль. Поступая как и раныше, 


находим, что это происходит при таком угле i, когда 


Μο’ — д/ еее) и? (#20: — 8122) 
5 iB — μι (81 М1 — 2212) ° 
При обычных условиях, когда и: = и› = Uo, имеем 


wa 
tgigp-—=~(/~—l. Для колебания, перпендикулярного плоскости па- 
дения, угла Брюстера не существует. 


HI 


В случае нормального падения уравнения (1) и (2) прини- 
MaloT вид 


— АМе1/и — 4/e2/p2 —- р (3) 
πο fey py Ме: 
Так как & = ερ. И и = щи» а & = µ,, TO r= 0. Заметим, что 


отношение ^/ц/е является полным сопротивлением среды. Реа- 
лизация уравнения (3) на поверхности раздела двух сред экви- 
валентна ситуации при распространении радиоволн, когда 
имеется согласование импедансов при соединении двух линий 
передачи. 


ЗАДАЧА 12 


Формулы Френеля. Гонкие пленки 


1. Исходя из формул Френеля для отражения света от стекла 
при нормальном падении, покажите, что амплитудные коэффи- 
циенты отражения ги Г’ при отражении от поверхности в обоих 
направлениях удовлетворяют равенству г == —r’ и соответствую- 
щие коэффициенты пропускания Ги Г удовлетворяют равенству 
it?’ = | — 12. | 

2. Слой прозрачного вещества с показателем преломления 
fly, параллельными гранями и толщиной е покрывает стеклян- 
ную поверхность с показателем преломления Πο. Его верхняя 
грань находится в контакте с воздухом, показатель преломления 
которого принимается равным единице. Плоская монохромати- 
ческая волна, имеющая длину А в воздухе и единичную амнли- 
туду, пересекает слой со стороны воздуха при нормальном паде- 
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нии. Локажите, что интенсивность отраженной волны с учетом 
многократного отражения определяется выражением 


R г, го + 2г.го cos @ 
| -|- ror: + 2r ry cos φ 


roe Γι и fg — коэффициенты отражения света для переходов воз- 
дух — слой и слой — стекло соответственно, а ф — разность фаз 
между двумя последующими отра- 
женными лучами. Σ, ὃν 2 

3. Покажите, что если | < и < 
“ΙΟ, то коэффициент пропускания 77 
среды слой -- стекло всегда больше, 


чем коэффициент пропускания толь- Frye | + 
ко стекла для любой толщины слоя и, 
ο. В случае, когда и, = 1,35 и из = ου р 


== 1,00, покажите, насколько умень- 

шится коэффициент отражения КЮ 

(по интенсивности) по сравнению 3,, 

с коэффициентом отражения одного ae 

стекла, если нанести слой оптималь- 

HOH ТОЛЩИНЫ. tyr, eo 
Почему из возможных значений 

оптимальной толщины слоя для —_ 

длины волны А выбирается только ζ 

наименьшее? 7 
4. Покажите, что если ny >> Mo, 

то коэффициент отражения стекла ©) (%) (0) 

увеличивается. Для какой толщины 

г начение Ю максимально? Сделайте Фиг. 

расчет для ny == 2,30. 


5. Укажите преимущества и недостатки частично отражаю- 
щих металлических и диэлектрических пленок. 


12.1 


РЕШЕНИЕ 


1. Формулы Френеля имеют вид 


ПЕ — Flo / Πο — Wy / 

| — 3 r= —~ πι η | 

πι -]- 92 Πο + Ny (1) 

Непрерывность компоненты электрического поля для случая нор- 
‚ мального падения требует выполнения равенства 1-- г =} 

Zn / 212 / 2 

А, р em t= рф. 2 

πι -Е Π2 hy + Πο ( ) 

2. Коэффициент отражения. Он может быть найден методом, 

используемым в задаче 14. В этом случае нужно учитывать мно- 

гократные отражения (фиг. 12.1). 
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Чтобы получить амплитуду отраженного света, можно про- 
суммировать амплитуды последующих лучей либо в воздухе, 
либо в веществе с показателем преломления My. Электрическое 
поле имеет одно и то же значение с каждой стороны 2: на по- 
верхности раздела двух сред. 


Среда с показателем Среда с показателем 
преломления | преломления My 
Е=Е; | Е, = Εν (3} 


Обозначим через ф сдвиг фазы, производимый двойным прохо- 
ждением через вещество: 


ф --- aa ο 216) 





если г < l, TO всегда имеем rN +0 (№ — число отражений). Зна- 
чение результирующего поля в воздухе равно 


B= - и, με ΓΙ - rine + ...]= 
tt re ον 


; 
] г, Гое 


—=1-+r,+ . (4) 


Значение результирующего поля в веществе есть 
B=t[ltrine + оО В я 
_ fy li + ree 19} (5) 


oes 
р — иг,е ης 


Можно легко убедиться в том, что уравнения (4) и (5) иден- 
тичны, так как | +r, =. 

Принимая Ё = Γι -- Е, = 1+ ги используя (1) и (2), можно 
из (4) сразу получить амплитуду отраженного света: 


4. (1 — ri) ο. (6) 
r=) πο 

| —- Γιο 1* 

Значение энергии отраженного света R= ΙΤ]: дается в тексте 


задачи. 

Примечание. В качестве следующего упражнения можно за- 
менить амплитуды Τι H fo их значениями из формул Френеля 
и проверить уравнение (6) в этой задаче и уравнение (28) в за- 
даче 14. 

3. 1 <n; < Πρ. Покрытие поверхности может только увели- 
чить коэффициент пропускания. Действительно, 


we ὃς 
ν. 
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а) Пленка на поверхности: 


Re покр = К» сли ф= (2-м или те==(0#-- 1), 
к— ( Γι --- Γη ) = (== ) 
Г — Го по -- п) ; 
Численный пример: 


Условие пе = (22 - 1)^\/А приблизительно выполняется для 
длин волн вблизи № и выполняется в более широкой области, 
если К мало. Этим обусловлен выбор Ё == 0. 

6) Стекло без покрытия: Амакс = Абезпокр» CCH ф = Qkn (или 


ye = КАо/2): 
1 — п \2 (1 -1,5 \2 | 
κ--(πτ) = (ть — 0,04. 


4. | < п > Πο. Покрытие поверхности может только увели- 
чить коэффициент отражения: 


а} К покр ~~ Ю макс» если = (2k + 1) π ИЛИ Пе = (22 .. l) Ло/4, 


2 2.2 
(т) (2) 
=}; 
l—ryr, Πο + ft) 


]— ο \? 
6) Ю без покр ~— = | . 





Численный пример: 
__Г 1,50 — (2,3)? P_ [3,8 \* _ 
[ες om = [150-63 | =( x) = 0,31, 
Rees ποκρ — 0,04. 


5. Металлические пленки поглощают. Диэлектрические плен- 
ки селективны. 


ЗАДАЧА 13 


Кольца Ньютона в поляризованном свете 


Кольца Ньютона образуются между плоско-выпуклой стек- 
лянной Линзой с большим радиусом кривизны и показателем 
преломления п: и стеклянной пластинкой, показатель преломле- 
ния которой Πρ значительно отличается от Ny. Лучи в падающем 
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свете параллельны, и свет линейно поляризован. Качественно 
опишите влияние изменения угла падения на видность колец: 
1. Если колебания параллельны плоскости падения. 
2. Если колебания перпендикулярны плоскости падения. 


РЕШЕНИЕ 


1. Интенсивность проходящего света, пересекающего верхнюю 
грань линзы, равномерно увеличивается с ростом угла падения. 
Амплитуда света, отраженного от нижней грани, обращается в 
нуль при таком угле падения 7), при котором te Ц = n;. В этом 
случае для лучей, отраженных от стеклянной пластинки, интер- 
ференция не может болыше наблюдаться и кольца пропадают. 
Они также исчезают при таком угле падения fo, при котором 
19 ig = Πο; при этом лучи больше не отражаются от стеклянной 
пластинки. 

2. Видность подвергается некоторым небольшим малоинте- 
ресным изменениям, но никогда не обращается в нуль. 


ЗАДАЧА 14 


Распространение волн в слоистой диэлектрической 
среде 


Ι 


Монохроматическая плоская волна, амплитуда которой мо- 
жет быть принята равной единице, падает перпендикулярно пло- 
ской поверхности, разделяющей две прозрачные среды с показа- 
телями преломления Я; и Πο. 

1. Выведите формулы Френеля, определяющие амплитуду 
проходящего света Г и амплитуду отраженного света г. 

Численный пример: п; = 1, Πο = 1,5. 

2. Используя закон сохранения энергии, напишите выраже- 
ние, которое связывает г и fF. 


i] 


Рассмотрим тонкую пленку из прозрачного вещества с пока- 
зателем преломления п и толщиной 4, нанесенную на подложку, 
образованную плоской стеклянной пластинкой L с показателем 
преломления п. > и. Толщина стекла настолько велика, что ее 
можно считать бесконечной. Гакая система является «пластинкой 
с покрытием» (фиг. 14.1). Плоская монохроматическая волна 
(с длиной № в вакууме), распространяющаяся в направлении 
Oz, падает по нормали к пластинке с покрытием. 


ЗАДАЧА 14 - ЭЛЕКТРОМАГНИТНАЯ ОПТИКА 


1. Напишите уравнение непрерывности для компонент элек- 
трического и магнитного полей на поверхностях Ут (воздух — 
пленка) и Sy (пленка — стекло). Какое выражение связывает 
компоненты ЕЁ и Н до и после пересечения светом тонкой пленки? 
Покажите, что эта тонкая пленка может быть охарактеризована 
квадратной матрицей, состоящей из четырех элементов. Будем 
считать, что д = νψε/μρ. 

2. Определите в зависимости от показателей преломления Πς, 
п и толщины 4 следующие характеристики пластинки с покры- 


O 





0 








Фиг. 14,1 


THEM: амплитуду проходящего света 1, амплитуду отраженного 
света г, коэффициент пропускания T, коэффициент отражения К. 
3. Какие значения должны иметь толщина и показатель пре- 
ломления пленки, чтобы поверхность с покрытием была неотра- 
жающей? | 
Численный пример: ns = 1,60; № = 0,5 мкм. 


И 


Рассмотрим теперь систему из р тонких пленок, характери- 
зующихся: 


относительными толщинами dy, do, ..., dp Ἡ 
показателями преломления M1, По, ..., Mp. 


В этом случае применяется такое же освещение, как и 
прежде. 

1. Определите характеристическую матрицу для этой слои- 
стой среды. Выведите выражение для амплитуд проходящего и 
отраженного света в случае системы из р пленок. | 

2. Можно сделать зеркало, используя систему тонких пленок, 
с попеременно высокими и низкими показателями преломления _ 
(пленки в контакте с воздухом имеют высокий показатель пре- 
ломления). Обозначим показатели преломления этих пленок 
через np, (высокий) и πι (низкий). Будем считать, что все плен- 
ки имеют одинаковую оптическую толщину № /4. Обоснуйте такой 
выбор толщины. 


3 
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a) Определите характеристическую матрицу для одного пе- 
риода (две пленки), для 2p пленок и для (2р-- 1) пленок. 

6) Вычислите коэффициент отражения А зеркала, имеющего 
2p u (2Ρ -- 1) пленок. 

Численный пример: Mo ==1; my =2,3 (сульфид цинка); 
п; = 1,38 (фтористый магний); Πε = 1,52 (стеклянная подложка). 
Число пленок 1, 2,..., 11. Напомним, что элементы (οι!) матрицы 
[С], равной произведению матриц [A] и [В], получаются из сле- 
дующего уравнения: 


р 
σε] δι Qin’ бу}. 


PELUEHME 
[. Отражение от стекла. Формулы Френеля 


1. Нет необходимости проводить различие между параллель- 
ным и перпендикулярным колебаниями в плоскости падения. 
Действительно, для случая нормального падения все плоскости, 
через которые проходят лучи, являются плоскостями падения 
{фиг. 14.2). 





Фиг. 14.2 


Возьмем поля Е; и Н; падающего света, ориентированные, 
как показано на фиг. 14.2. Направление полей проходящего 
света остается прежним. Для полей отраженного света сущест- 
вует выбор между ориентациями, представленными на фиг. 14.2, а 
и 6. Произвольно рассмотрим случай фиг. 14.2, а. Компоненты 
электрического и магнитного полей удовлетворяют условиям не- 
прерывности на поверхности раздела: 


Е: + Е, = £;, 


Н.Н. =Н, (1) 
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Между полями Е и Н каждой синусоидальной плоской волны 
существуют соотношения 


Ну — 7 — fT, 
м Er у 
ων. . 
Для диэлектрической среды µ] = µο, и мы имеем 
ey с 
ον — Γι = 9.’ 
— (3) 
&5 — и С 
Eo 2 02° 


Исключая Н из уравнений (1) и (2), получаем формулы Френеля 





ре т IR, у, 
В щи lea ny? (4) 
Её __ 211 2 | 


Примечания: 

а) величина { всегда положительна; Е: и Е; имеют одно и то 
же направление; 

6) г имеет знак разности (И; — Mo), 


если Πι > Πο, TOT > 0 (фиг. 14.2, а}, 
если п; <i Mo, TOr< 0 (фиг. 14.2,6). 


Численный пример: 


1-15 0,5 _ 
1157 25 = — 0,20, 
9 

Е — 55 = 0,8. 


В случае когда отражение происходит в менее преломляющей 
среде от границы с более преломляющей средой, электрическое 
поле получает сдвиг фазы на π. 
2. Сохранение энергии. Плотность электромагнитной энергии 
есть 
w= 82° = μα”, (5) 


отсюда энергия, содержащаяся в объеме dt, равна 
dW --- εξ; dt. (6) 


Количество. энергии, проходящее за время dt через элемент по- 
верхности, параллельный плоскости фронта волны, есть то коли- 
чество энергии, которое заключается за время 1 в цилиндре с 
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основанием dS и высотой и dt (где о — скорость распространения 
волны в среде). 
Уравнение (6) может быть переписано в виде 


dW == ЕР? 4$: 0: dt. (7) 


Тогда поток излучаемой энергии, проходящий через поверхность 
dS, равен 
dw 


аФ = WE = ϱυΕ” dS. (8) 


Закон сохранения энергии для потока записывается как 
аФ; = d@, + аФ,. (9) 


После упрощения имеем 
2 — 9 


2 
Разделив обе части уравнения на Е; и используя определение 
Ги г, получаем 


==? + η”. (11) 


Это выражение можно было бы найти непосредственно, исполь- 
зуя формулы Френеля (4). 

Примечание. В случае нормального падения света величины 
ги Г связаны соотношениями 


L[+r=—t, 
| --- r?-l ий. (12) 
Для энергии имеем 
[=R-+T, | (13) 
Таким образом, 
Ю == r’, , 
Τ =nt? τε: 1. (14) 


В действительности, если отраженный луч распространяется в 
той же среде, что и падающий луч, то он отличается от прохо- 
дящего луча: в общем случае энергия проходящего света не 
равна квадрату амплитуды проходящего света. 


ПИ. Просветляющие покрытия 


1. Условия непрерывности. Поля Е и Н являются результа- 
том действия двух волн, распространяющихся в противополож- 
ных направлениях. 
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Примем 
Е=Е"-Е,, 
H=H'+H-. 
Индексом плюс обозначена волна, идущая в положительном 
направлении Ο2, индексом минус — волна, идущая в противопо- 
ложном направлении. 


Второе уравнение (15) может быть переписано с использова- 
нием (2): 


Н =^/* (E* — Е) = "ο —E-)=q(E* --Ε-). (16) 
0 
Если A и В — амплитуды луча внутри пленки, то, принимая 
Ro = 2/7, имеем 
Епленки = Αθ” ikonz -}- Bet па, 
Н пленки = ο 16” 1933 — Betikonz] | 7 


(15) 





(17) 


При переходе от одной среды к другой уравнения Максвелла 
требуют непрерывности тангенциальных компонент векторов 
поля. В особом случае нормального падения векторы Ё и H, пер- 
пендикулярные OZ, должны оставаться непрерывными. 

Тогда на поверхностях 21 H Хи имеем 


Ει — АД --- B, 
Ha 2] Hy = 9 (A — Β) (18) 

ΕΙ, — Ae—ikond -- Bet Гепа, 
на uf 


Ни==а[Ае- ond — Betikond), (19) 


Исключая Аи В из уравнений (18) и (19), получаем 
Ey = se gE + Hie tn + (gE — Иде], 
Hy, = (gE, + Hy)enikond — (Εμ — Hy) ела], 

Мы приходим к следующим линейным соотношениям: 


Ен = E, cos kond — ТН sin kond, 


Ни= — jgE, sin вла + H; cos Rond. 
Kpome Toro, 


— Jl 
FE, = E;,cosk ond + 7 Ay, sin Rond, (20) 
H;=JqEy sin kond ++ Hy, cos Rend 
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или в матричной форме 


Е cos К nd L sin Айа Еп Ен 
ιν -] Ч | [μη τν |. (21) 
jqsin Rynd cos kond I II 


Матрица [M,] характеризует пленку. Это унимодулярная матри- 
ца, детерминант которой равен единице. 


2. В вакууме для поверхности Σι уравнения (15) могут быть 
записаны в виде 


Е = Е: -НЕ,, 


22 
Hy = qo (E;— £,). (22) 


В подложке, имеющей по предположению бесконечную толщину, 
волны в отрицательном направлении не распространяются. На 
поверхности X11 компоненты поля равны 


Ён — Еъ, 
(23) 
Ни = Н; = “re 


При использовании уравнений (22) и (23) уравнение (20) при- 
нимает вид 


Ει + Е, == Е соз kond + Чт виа |, 


(24) 
qo (Е; — E,) = Е; 19 sin Юм +- q,cos Rend], 
отсюда получаем: 
а) Амплитуда проходящего света: 
—— ft 2404 
OE Gao backend +i Ч) λα = 9) 
2 
i= (1 + ης) cos Юва +j [a+ (п;/п)] sin Кова | (26) 
6) Амплитуда отраженного света: 
ro Lr — 4 (Чо — Gs) cos Rond + ] (Gods — q*) sin Rond (27) 
Е; 4 (qo + 95) cos Копа + j (Gods + 4”) sin Ro па ' 
‚ —.1— 75) cos kond + j (з/п) — nl sin Rond 98 
το -Ε ts) cos kond + 7 [(ts/n) - п] sin kond ° (28) 


в) Коэффициент пропускания: 


Тр == 98 д = τς 
о И", (29) 
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Так как внешние среды не идентичны, то Т 5=Ё. Уравнение (25) 
позволяет написать 


449 

Г 4° (do - 9s)? cos? копа - (9? + 909$)? sin? Rond ' (30) 
4 2 

959 (91) 


f= SOOO oe 
4’ (9% + ας)” + (4° — 95) (4° — ας) sin” γιά 
или, наконец, через показатели преломления 


Ane 
i= (1 + a5)? + (n? — 1) {1 — (1/1) δια” Rond | (32) 


г) Коэффициент отражения 


R= ] —Т — (1 ~~ tls)" .. (и? — Г) [1 — (ns/n)*] sin’ kond (33) 


(1 + ns)? + (2? — ИП — (15/1) ] sin? Rond ° 
3. Вернемся к уравнению (32). Так как | < n < ή, то второй 
член в знаменателе D всегда отрицателен. Чтобы Т было мак- 
симальным, D должно быть минимальным, т. е. значение Sin Rond 
должно быть максимальным, или, наконец, 
А, 
па = > . (34) 


Для этой оптической толщины покрытия поверхности коэффи- 
циент пропускания будет 


__ An*ns __ 4n*ns (35) 
п? (1 -- ας) + (n° — 1) (n° — n=) (α” + п.) | 
Это значение максимально для 
n* = Ns. (36) 


Заключение. Пластинка с покрытием будет идеально про- 
зрачной, если толщина и показатель преломления пленки удов- 
летворяют условиям 

n= Ап. 


—_ № (37) 
па = A . 


Численный пример: 


n= ^/ 1,6 = 1,265, 


№ 05 


tn = 506 9! МКМ, 


Примечание. Не существует твердого тела с показателем 
преломления меньше чем 1,3. Путем нанесения единственной 
пленки нельзя получить идеального просветляющего покрытия, 
но можно добиться лишь хорошего приближения к нему. 
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11. Многослойные диэлектрические покрытия 


|. Записывая уравнения непрерывности на поверхностях Στ 
и Хит, получаем 


| a | COS Roftods sin Nea) х | En | __ 
πμ 192 5ἱΠ Ро» COS Кой Ayn 


<wax[ 2]. αν 


Используя уравнения (21), можно написать 


|= вых ж | (39) 
Ay . 3 Ни: 

Отсюда следует, что соотношения между Fy и Ay (значения 
Би Н на плоскости 2 =0) и Eni, α Api, (значения E и Н на 
плоскости г = ἄι | 42-- ... +4») равны 


| oy JL x х ... <iMx| | (40) 


или, наконец, 


Гы [κ μη] (41) 


Для системы р тонких пленок, характеристические матрицы 
которых [M;|, имеем 


В 
[М] = [1 ΜΗ. (42) 

Примечание. Матричное произведение не коммутативно. Про- 
изведение следует брать в той последовательности, в которой 
падающая волна падает на пленки. 

[М] — всегда унимолулярная матрица. Это свойство является 
результатом сохранения энергии, переносимой электромагнит- 
НОЙ ВОЛНОЙ. 

Уравнение (40) может быть переписано в виде 


Ё ти т Е 
| 1 al at 43) 
Ay Mg, То H p+ 
Амплитуда проходящего света t. Уравнение (22) остается неиз- 
менным. Уравнение (23) принимает вид 
Ер+1== Et, 


(44) 
A py) Ay = 95Ёу. 
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Объединяя (22), (43) и (44), можно написать 


Γι 299 
ἐ-- Ht тю 45 
ΕΙ Фо (tty 9512} + (тэ, ο 9;т»2) ) 
Амплитуда отраженного света г. Таким же образом, как и Ρ8ΗΣ- 
ше, получаем 
Ep __ бо(ти + 952) — (то: + sto) 4 
ол та (16) 
oj Jo (1 4 9512) F(a, + 95то2) 
2. а) Характеристические матрицы. Tak как мы имеем пленки 
в четверть длины волны (2/4), то матрицы [М] и [Mo] прини- 
мают вид 


о г 
[Ма = Ч, |, (47) 
iq, 0 
о 7 
[МИ — q . (48) 
iq, ϐ 
Х арактеристическая матрица для одного периода равна 
2 0 ~—+ 0 
- 4p h 
[M, период или 9 пленки] — а = р , (49) 
QO —-# QO ——4 
q п 
Для р периодов получаем 
СУ - 
Пр 
М пернодов или 2p пленок! — и \Р Te (50) 
‚Сы 
п 


Для (2р-- 1) характеристическая матрица равна 
[М (op+1) пленок | — [Мор пленок | x Mal, | (51) 


(-#) ο о + 
[М (Ορ ΕΙ) пленок] — п, р | απ |, (52) 
_ 0 (-- a) _ Iq, 0 
7 — yh 77 
» CAEL а 


[М (op+1) пленок| == ΠΡ . 
. —) jgp 0 


| _ 
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6) Расчет коэффициента отражения Ю =|!|?. Вернемся 
к уравнению (46), дающему г, и заменим элементы Ш элемен- 
тами матриц (50) или (53). 

Случай 2p пленок: 


Чо (—"/п,)” — а, (—п„/ту)Р 


ep Iq (241A)? 9, (μη) (4) 
следовательно, 
R — | — (п/п) (αμα) ° (55) 
η Οσα 
Случай (2p + Г) пленок: 
r -- 9995(— πω 14 7 (μη) Tp (56) 
PPE 999g (— μπι)” αίμα)” 9,’ 
1 — (2, /7,) \? (п; /поя ο) 2 
ο En 7 
Stet | ГЕ (,/11)°? (αν) πρης ne (57) 


Численный пример приводится в табл. 14.1. Пленки не по- 
глощают, и А-НТ = I. 
Габлица 14.1 


[0 11 


Число 
пленок 
$43 
ды 
сл 
Oo 
— 
οο 
idan) 





Г 10,693 [0,619 10,340 | 0,289 | 0,138 | 0,116 10,0522] 0,04321 0,0191] 0,01581 0,0069 
Ю 10,307 10,381 |0,660 10,711 10,862 | 0,884 | 0,9478] 0,9568| 0,9809] 0,9842! 0,9931 


Примечание. Выбор Ao/4 как оптимальной толщины для пле- 
нок может быть легко объяснен (фиг. 14.3). Если два после: 


12 





Фиг. 14.3 


дующих отражения являются отражениями разного типа, TO два 
отраженных луча имеют разность хода 2nd +- №/2. 
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Чтобы эти лучи создавали интерференционную картину, тре- 

буется выполнение условия Nd = №/4. Следовательно, 
| A A 
Nd, = И па =. 

Необходимо, чтобы отражения, испытываемые лучами | и 2, 
были различного типа, так же как и отражения, испытываемые 
последними двумя лучами. Иными словами, необходимо иметь 
нечетное число пленок, где сульфид цинка находится в контакте 
с воздухом с одной стороны и со стеклом — с другой. 

В современном интерферометре Фабри — Перо на внешние 
грани наносятся многослойные диэлектрические покрытия. За- 
метим, что селективность увеличивается с числом пленок. 


ЗАДАЧА 15 
Электромагнитные волны в резонаторе 


Пусть резонатор имеет форму куба, одна из вершин которого 
находится в точке О, а три стороны ориентированы вдоль осей 
Ox, Oy и Oz правильного тетраэдра. Резонатор откачивается, 
и мы считаем, что стенки идеально проводят, 


Создадим в резонаторе электромагнитное поле с частотой у; 
при этом возбуждение создает электрическое поле, параллель- 
ное оси Ο2. Исходя из уравнения для электромагнитной волны 
и условий, налагаемых на волновое поле на стенках, покажите, 
что можно получить стационарные состояния, в которых поле Е 
параллельно оси OZ и имеет значение, не зависящее от =, для 
которого существует соотношение между длиной резонатора L 
и длиной волны № В вакууме для плоской волны с частотой у. 


Примем 
Lz (x, у) — X (x) У (и. 


Определите минимальное значение Ё и произведите расчет для 
у = 3. [09 Pu. 


I] 


Примем для £ найденное выше минимальное значение, и 
пусть Ро будет максимальной амплитудой Ε,. Выразите поля Ё,, 
Hy, Нуи A, как функции x, у, 2, [и параметров L, Рои о = 2πν. 
Найдите среднюю энергию, содержащуюся в резонаторе, как 
функцию L и Ё.. 

Численный пример: 

у—=3. 10° Гц, Ес == 10' В/м. 
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РЕШЕНИЕ 


I 


Для монохроматической волны волновое уравнение записы- 
вается как | 





AE+CE=0 {ο----ς- =). (1) 


С 
Для искомого поля 
Е, =0, Е,=0, Е, =Е.(х, y) 
уравнение (1) принимает вид 
O-E a E 
52. + > o°E,=0. 


Подставляя в него решение, принятое выше: £,(x,y)= 
= X(x)Y(y), имеем 


хе + че te. (2) 
Общее решение будет 
Х = А, зв (ох РФ), У= Αεδίπ(σο/ | Ф.), (3) 
и уравнение (2) требует, чтобы 
σ] + 05 == σ”. (4) 


Условия, налагаемые стенками идеального проводника, состоят 
в TOM, что тангенциальная компонента поля E и нормальная 
компонента поля Н должны быть равны нулю, следовательно, 


Х (0) =Х (1) =0, У (9) =У (Г) = 

Решения (3) записываются как 
Kis Kon 
= Y = A, зп —, 


где Κι и Ag — целые числа, которые при использовании (4) удов- 
летворяют условиям 








X = Αι sin 


(Ki+K) 4 =o? 


И.ТИ 
A]? 
К! К = ae 


Собственные частоты резонатора для рассматриваемой моды 
соответствуют длинам волн 


ak 
AK? + к 
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Минимальное значение Г, получается при К, = Ко = 1: 
A 
L,=—. 
т WE: 
При v= 3-109 Гц и № = 0,01 м, Ly = 7,07 см. 
Il 


При L = Ly» электрическое поле имеет вид 


Е. Ро sin 2 7 cos of. 


L L 
Можно найти магнитное поле из уравнения 
a 
rot E= — μα 3 

что дает 

OH x Ey п π.Χ ду 

“Ot 1 sin Τ COS т COS wl, 

ον Бо π πλ | π 

рег SE £98 @ 3 


и для минимального значения L получаем 

















| Eom пу с; __ 
Н ; = Lo sin cos — sin of = 
a Tey м 
=—/ {2 E, sin —— cos —— sin we, 
Εοπ πι . -. хх πι 
Н „= РТИ cos = Sin 7 Sin @f = τη с0$ —— sin-—— т Sin cf. 


Средняя энергия, заключаемая в резонаторе, получается из сред- 
него по времени значения плотности энергии 


w= 5 (во? + poll). 


Так как мы имеем дело с синусоидальными функциями, TO 
2 2 
(E>) — Ео/2. arouse нужно взять средние значения по объему: 


ы TUX ] г пу E> | 
2 ο ον \ sin? —-dx- — \ sin? — dy =. S 
(Re) = = ~ { sin 77 ax ~ \ sin г Чу => 
0 0 
9 9 
(μὲ) = fo Eq I (Ну ο Fo 1 
Xf" 94, 2 4’ у Mo 2 4’ 
г ЕЕ” 


(wy = 3 2 [ον (ТГ 
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Численный пример. 


10.10 


VW) ИИ Л ОИ 
(W) 8-4-3,14-9-109-2.4/9 


4,0 Дж. 


ЗАДАЧА 16 


Давление излучения 


Напишите выражение для давления, производимого моно- 
хроматической плоской волной с частотой у, содержащей № фо- 
тонов в единице объема, на плоскую поверхность в вакууме при 
падении на Hee под углом Е. Рассмотрите следующие случаи: 
а) поверхность — черное тело; 6) поверхность отражает зер- 

кально с коэффициентом отражения К и в) πο- 
верхность — идеальный рассеиватель излучения. 
` Численный пример. Подсчитайте давление, 
производимое солнечным излучением на землю, 
считая, что земля — идеальный  рассеиватель. 

(| Параметры даются в задаче 19. 


РЕШЕНИЕ 


Фиг. 16.1 Импульс, переносимый в одну секунду па- 
дающими MOTOHAMH, заключенными в цилиндре 
длиной с с поперечным сечением Scosi (фиг. 16.1), равен 


hv . 
N— со COs 1, 


так как импульс фотона равен Йу/с. Сила, действующая на 3ep- 
кало в направлении падения, равна 


Е = NhvS cosi, 


и давление излучения, перпендикулярное поверхности, равно 


6 = 05 — МИ С032 τω οο5ὲ 1, (1) 
поскольку плотность излучаемой энергии равна Nhy, где hy — 
энергия фотона. 

a) Если вся поверхность поглощает, то давление излучения 
определяется выражением (1). 

6) Если поверхность — зеркало с коэффициентом отражения 
К, то часть А падающих фотонов покидает зеркало в направле- 
нии, симметричном относительно нормали к зеркалу, и эти фо- 
тоны обладают импульсом 


р N® $ cosi. 
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Соответствующее давление равно 
6’ = RNhvy со3? 1 = Rw cos’ Е, 
и суммарное давление излучения становится равным 


ὢ + ὃ' = ш(1-- R)cos?i. (2) 


в) Если поверхность — идеальный рассеиватель, то падаю- 
щие фотоны рассеиваются от поверхности во всех направлениях 
с равной вероятностью. Гогда вероятность того, что фотон рас- 
сеивается в телесном угле dQ, равна dQ/2n = sinidi, если при- 
нимать за телесный угол тот угол, который лежит между двумя 
конусами с углами полураствора и i+ di соответственно. Сред- 
нее значение проекции импульса фотона, рассеивающегося с по- 
верхности под углом Е с нормалью к поверхности, равно 


m/2 


hv ое: hy 
| — cosisinidi = —. 
с 2C 
0 
Это соответствует давлению 
~ . Av το , 
@” = Necos i— = — Cosi, 
2C 2 


к которому прибавляется давление падающих фотонов, опреде- 
ляемое выражением (1). Общее давление равно 


& = w (cos?i + 5031). (3) 


Численный пример. Используя параметры задачи 19, полу- 
чаем, что | м? поверхности земли получает при нормальном па- 
дении света плотность потока Ф = 1,35- 10° Вт. Плотность энер- 
гии равна & = Ф/с, и при t == 0 уравнение (3) дает 


_ ο 3.1,35. 108 ... 
в === 58 9,670 10 Н/м^, 


что составляет около 3/4 Mr/M2, 


ЗАДАЧА 17 


Антенны 


Начертите в плоскости, проходящей через диполь Герца, ко- 
торый ориентирован вдоль оси 2’Ог, полярную диаграмму, изо- 
бражающую величину электрического поля Е-и поток излучения 
Ф. Покажите, что поток можно представить в виде джоулева 


ЗАДАЧИ ПО ОПТИКЕ ЗАДАЧА 17 


тепла, рассеиваемого переменным током, который проходит че- 
рез диполь и имеет максимальное значение {„. Подсчитайте воз- 
никающее при этом сопротивление (сопротивление излучения 
антенны). Выразите поле как функцию мгновенной интенсив- 
ности тока Г. 


И 


Рассмотрите линейную антенну, ориентированную вдоль 
Ζ΄ 02, имеющую длину немного меньшую, чем длина излучаемой 
волны, и изолированную на концах. При Г —A/2 выведите вы- 
ражение для стационарного состояния тока, возникающего в ан- 
тенне. Напишите выражение /(2) для интенсивности тока в за- 
висимости от ординаты 2 точки на антенне, Выберите начало 
координат в центре антенны. Исходя из полученного в первой 
части задачи выражения для поля £, которое можно здесь счи- 
тать описывающим величину GE, излучаемую элементом длины 
антенны, найдите поле излучения на большом расстоянии fp OT 
точки О и начертите полярную диаграмму в плоскости, прохо- 
дящей через Ζ2, 


Рассмотрите длинную линейную антенну, образованную из 
Ν сегментов длиной A/2, между которыми вставлены N — | 
идентичных самоиндуктивностей пренебрежимо малых размеров 
и значение которых таково, что они вызывают сдвиг фазы тока 
на л. Установите направление излучения на полярной диаграмме 
в плоскости, проходящей через 272. 


РЕШЕНИЕ 


Излучаемое электрическое поле на расстоянии г ст диполя 
Герца в направлении, образующем угол ϐ с осью диполя, опре- 
деляется выражением 


Е = ] orem Sin’ sino (1 —~), (1) 


Ame yc? 


где dm — амплитуда диполя, колеблющегося по синусоидальному 
закону с угловой частотой ®. Магнитное поле Н = ἐρεξο CoorT- 
ветствует полю Ее электромагнитной волны. 

Поток излучаемой энергии, который пересекает элемент по- 
верхности, перпендикулярный направлению ОР на расстоянии 
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г от точки О, дается выражением (фиг. 17.1) 


ς 9 od? sin? 0 ах | 9 ( r о 
dD = $ 4% = ВоН da = ecko 4% = — eae apa Sin © p+), ( ) 
где S = EH — вектор Пойнтинга. 

Полярная диаграмма для выражения (1), изменяющаяся как 
зп 9, приведена Ha фиг. 17.2. Полярная диаграмма для (2), из- 
меняющаяся как $11? 9, — на фиг. 17.3. 





Фиг. 17.1 Фиг. 17.2 Фиг. 17.3 


Можно считать, что синусоидальный дипольный момент ἆ 
возникает благодаря двум осциллирующим зарядам Ед Sin of, 
разделенным малым промежутком 2. Имеем 


Чт Sin of = 29. sin of 
и эквивалентный TOK 


ad 
Г=- = 09 т 605 of = I, COS wt, 


следовательно, 
21. Od». (3) 


Далее, суммарный поток, излучаемый в полном телесном 
угле, может быть получен интегрированием выражения (2), гле 
АХ = 2nr’ sin 949, так что 


а 2 “277 
Ф = θπερ Е sin ot .. == блес "θπερο sin 2о(! .. ty, 


Мгновенная мощность записывается в виде джоулева тепла, так 
как она пропорциональна РГ. Тогда можно написать D = ЮГ, 
где ^ — сопротивление излучения, определяемого уравнением 


К (2) 789 (2) Ом, 


`_ θπεροὸ ЗЕсс 


в котором использовано выражение для длины волны A = 2лс/ц. 
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Н 


Реальная линейная антенна отличается от диполя Герца 
тем, что протекающий в ней высокочастотный ток не имеет оди- 
наковых значений в каждой точке в данный момент и ее длина 
не мала по сравнению с излучаемой длиной волны. В расчетах 
антенну заменяют цепочкой диполей, момент каждого из кото- 
рых зависит от расположения диполя и пропорционален интен- 
сивности тока в точке его нахождения. Поле на’больших рас- 
стояниях получается суммированием элементарных полей с уче- 
том разностей фаз, производимых двумя точками, обсуждаемыми 
выше, 


Mm > 


ο 





Фиг. 17.4 Фиг 17.5 


В антенне, изолированной на концах, ток в этих точках 
в каждый момент времени обязательно равен нулю. Синусои- 
дальный ток с угловой частотой ω, распространяющийся вдоль 
такого проводника, удовлетворяет этим условиям на концах 
и в стационарном состоянии дает стоячие волны. Интенсивность 
записывается в виде 


[= 1, δἱπ ωί sin ( = + φ) =/,sin( == + φ), 


где ᾗῃρ--- интенсивность в центре О антенны. Условия на концах: 
[= 0 при 2 = -Ελ/4, Tak что 





[== I, cos 2х = ; 


Используя (3), из (1) можно получить выражение для поля, 
излучаемого элементом антенны длиной 42, и суммарное поле 
определяется выражением 


р 5 +^ [4 
__ fm sin рпг __ —) 
у cos =—dzsina (¢ -}- (4) 
--λ[ὰ 


Расстояние г от элемента 42, расположенного в точке А, где 
OA =z (фиг. 17.4), до точки Р, находящейся на расстоянии fo, 
большем чем A и, таким образом, большем чем OA, в хорошем 
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приближении описывается выражением 
Г —= Го -— 20560, 


которое, будучи подставлено в (4), дает 


λ/4 
__ 1ο δίη 8 \ [si ( ro zest 
Е = θερολγρ sina |1 ο С + 
, r 2 cos 9 272 
+sina(t— 2-е | | cos > dz, 
следовательно, 


λ/4 


__ fosind |. ο) | 212 22 cos 9 
E= «πολης Si @ ( - 0$ --χ; X cos — 9—4, 
0 





= tate sna 2) x 
x [seq ec sin EU + c08 8) + sy sin SE (1 cos 0)", 
ера ο ее ни) 
ο... 
= 60 In SS MEPS El sina (t—), 


На фиг. 17.5 изображена полярная диаграмма излучения. 


Предлагаемая антенна эквивалентна набору № последова- 
тельных антенн длиной {= A/2; их токи находятся в фазе бла: 
годаря присутствию индуктивностей. Под углом 9 разность хода 
между двумя последующими элементами равна A/2cosO (см. 
фиг. 17.4). Расчет результирующего поля осуществляется точно. 
таким же образом, как и расчет дифракции для набора N иден-- 
тичных эквидистантных шелей, излучающих в dase. Результи- 
рующее поле будет 


Ε-- 60/, cos [(π/2) cos 0] sin [(Νπ/9) cos 9] sing (4 _ 70) . 


be | 
ie 
. ———_Ь— мы ии: ини * 


ro sin 0 sin [(π/2) cas 0] 
На фиг. 17.6 изображены изменения величины 


sin [(№л/2} cos 0] 
sin [(π/2) cos 9] 
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как функции угла 9 для № == 10. Заметим, что разница в этих 
относительно похожих диаграммах заключается в том, что 
в случае оптической решетки имеется только один главный мак- 


fl , 
Го 5 = — 


9 
Фиг. 17.6 Фиг. 17.7 


‘CHMyM (9—0), так как в этом случае период решетки равен 
λ/2. | 
На фиг. 17.7 представлена полярная диаграмма излучения. 


ЗАДАЧА 18 
Диполи Герца 


1. Обсудите опыт Френеля с зеркалами с точки зрения элек- 
‘тромагнитной теории. Можно рассматривать источник S как ос- 
циллятор Герца, колеблющийся параллельно линии пересечения 
зеркал A, и тогда изображения источников $} и So действуют 





как синхронные осцилляторы с расстоянием / между ними. Най- 
дите электрическое поле, магнитное поле и вектор Пойнтинга 
результирующей электромагнитной волны в зависимости от г, ἶ 
и а в точке Р на плоскости, нормальной к А, на расстоянии 
СР == 5% от центра С линии $152, где fo велико по сравнению с ἶ 
и образует с / угол a. 

2. Световой источник, который будет сравниваться C осцил- 
‘лятором Герца, помещается в центре О линии Г’, соединяющей 
два маленьких плоских диэлектрических зеркала М и М’ 
(фиг. 18.1). Нормали к зеркалам /N и ГМ№ образуют ο Ll’ оди- 
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наковые углы л/4 —= (=— очень малый угол). Качественно об- 
судите возможность интерференции между отраженными лучами 
в каждом из следующих случаев: 

а) длиполь колеблется вдоль 2'2: 

6) диполь колеблется вдоль и’у, нормально к плоскости ри- 
сунка; 

в} оба указанных выше диполя считаются идентичными, 
синхронными и когерентными. Исследуйте состояние поляриза- 
ции в поле интерференции. 

Считайте, что телесные углы, под которыми видны зеркала 
М и Μ΄ из точки О, очень малы, и пренебрегите разницей в ко- 
эффициентах отражения для двух главных колебаний. 


Световой источник О состоит из набора беспорядочно ориен- 
тированных осцилляторов Герца. Напишите выражение для 
электрического поля Ё и его компонент Fy и ЕЁ, как функцию уг- 
ловых координат 9 и ф на большом расстоянии от точки О для 
излучения, испускаемого источником: 

а) в направлении Oy; 

6) в направлении Оу’, образующем угол y с Оу на плоскости 
хОу. Рассчитайте контрастность полос, получаемых в результате: 
интерференции излучений; испускаемых вдоль Оу и вдоль Оу’, 
в зависимости от у. 


РЕШЕНИЕ 


‚г 


1. Изображения осциллятора эти So нормальны к плоскости 
рисунка, которая является для обоих экваториальной пло- 
скостью. 


Фиг. 18.2 





Электрическое поле электромагнитной волны, испускаемой 
каждым из них, нормально к плоскости фиг. 18.2 в точке P 
и дается выражением 

- ] Odm _. r 
= —* sina (— 2), (1). 
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Поля Ει и Eo, параллельные в точке P, имеют в этой точке раз- 
ность фаз вследствие разности хода ὃ ==|7› —г!|. Если эта раз- 
ность хода настолько невелика, что амплитудная разница из-за 
множителя l/r пренебрежимо мала, то поля имеют одинаковую 


амплитуду 
Od m 


а — ——. 
ANE Cro 


С другой стороны, можно считать 
 — [с0За, 
откуда 
25 
ф == /cosa. 


Результирующшее поле ЕЁ можно получить суммированием двух 
параллельных колебаний с амплитудой а и разностью фаз φ. 
Его интенсивность равна 


A? = 4a’ cos’ > ; 
Таким образом, 


Е = 24005 -------- м — sin(¢ — ο). (2) 


Поле Н является результирующим для полей Πι и Πο, которые 
находятся в фазе с полями Ει и Ee соответственно, так как рас- 
стояние СР велико, и по этой же причине эти поля практически 
параллельны. Поскольку для электромагнитных плоских волн 


в вакууме - 
НЕ 
Ho 

из (2) получаем 


Н=2а / № ¢ os SACs sina (1 — 2). (3) 


Вектор Пойнтинга равен 


ЗЕНА Α/ №6 cos? U2" sin? o(¢ — 2), 


0 


2. Так как зеркала дают изображения точки О, разделенные 
очень малым угловым расстоянием, то можно считать, что из- 
лучение от точки О образует квазипараллельный пучок лучей. 
Электрические поля испущенных волн параллельны диполю 
и, таким образом, находятся либо в плоскости падения на зер- 
кала, либо нормальны к ней. 

При угле падения, близком к л/4 и ΜΘΗΡΗΙΕΜ, чем угол Брю- 
«τερα для всех диэлектриков, колебания, параллельные 2°2 или 
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y’y, подвергаются при отражении фазовому опережению на п. 
Эта схема показана на фиг. 18.3. Если отраженные пучки объ- 
единяются, что происходит на болыших расстояниях от точки О, 
TO на оси 2’2 имеет место интерференция с усилением для коле- 
баний, параллельных y’y, и интерференция с ослаблением для. 


Фиг. 18.3 





колебаний, испущенных из точки О параллельно 2’2 (они прак- 
тически антипараллельны в точке их объединения и направлены 
вдоль х”Х). 

Если двигаться от центра интерференционного поля парал- 
лельно х’х, то колебания, параллельные {/ 84, записываются в виде 


„== Еж ©0$ ωί, Εν ==Етс0$ (wt + Ф). 


Здесь ф представляет собой разность фаз, обусловленную 
разностью хода, которая изменяется линейно как функция пере- 
менной х. Результирующая ам- 
плитуда равна 


Е, = 2Ε/ cos + cos ( ot ++ 5) . (4) 
Колебания, испущенные парал- 
лельно 2’2, равны 
х == Ем cos of, 
Е. == Ειιουδ(ωί -- π-ι- φ). 


Амплитуда Е»-—та же, что и 
прежде, так как коэффициенты 
отражения считаются равными. 
Результирующая амплитуда рав- 
на 


Ες =2Е» sin эт ( wt + т). (5) 





Колебания (4) и (5) перпендикулярны друг другу, и отношения 
их амплитуд изменяются с Φ, т.е. с положением точки наблюде- 
ния вдоль линии, параллельной х’х. В каждой точке компоненты 
дают эллиптически поляризованное колебание, причем оси эл- 
SHCA параллельны ууих”х и имеют изменяющиеся размеры, со- 
ответственно равные 2Е м cos ф/2 и 2Е п уп ф/2. Все эти эллийсы 


могут быть вписаны в квадрат со стороной Ешл^/2 (фиг. 18.4). 
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При ф =0 эллипс вырождается в линию, параллельную У, 
при ф = п— в линию, параллельную XA, и при ф==ял/2 и ф= 
= 3n/2 мы получаем окружности. 

Если взять компоненты колебаний во второй степени, то ре- 
зультирующая интенсивность будет равна 


2 2 2 
[= Е, + Ey =4Ею. 
Эта величина постоянна. В отсутствие анализатора интерферен- 
ционное поле равномерно освещено. 


п 


Пусть 9 иф (фиг. 18.5) — углы, определяющие ориентацию 
диполя OD в прямоугольной системе координат Охуг. Для на- 
блюдателя, находящегося на оси Оу, электрическое поле волны, 
испущенной диполем, пропорционально Sin, где 4 — угол DOy. 


Фиг. 18.5 





ТТоле & находится в плоскости хО2, так как свободная электро- 
магнитная волна поперечна. Его компонентами являются 


£,=EsinOcosg, Е. = Е со$0. 


В направлении Oy’, которое образует угол у с Оу, электрическое 
поле находится в плоскости х’Ог (направление Ох’ нормально 
к Oy’), и его компоненты имеют вид 


Е; = Ези1 9 соз (ф- у), Е. =Есо030. 
Колебания Е; и Е, могут интерферировать так же, как Ez 
и Е.. Однако первые не интерферируют со вторыми, так как они 
взаимно перпендикулярны. Поля, создаваемые различными не- 


когерентными диполями, не интерферируют. Максимумы интен- 
сивности определяются выражением 


1и= >, (EV - Ex)? (Е, + ΕΛΛ] 


{суммирование ведется по всем диполям), и минимумы даются 
выражением 


1и= У, (Е, — EF’)? + (Ee — Е}. 
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Определяя контрастность как 
yf 


m 
Г=т, +f 


L2(ExE st ΕΕ) М 


——y 


У (Е +EZ+ ΕΣ ΕΕ) DD’ 


Теперь необходимо принять во внимание случайную ориентацию: 
диполей, оси которых равномерно распределены по всем элемен- 
там телесного угла dQ = зш 0 40 4$. Суммы М и D заменяются 


получаем 


T= 


интегралами: 
Эл, πο 
N=2 \ dg \ 40(Е,Е; + Е.В) = 
ф=0 9=0 
2 д 2л, др? 
= | οοδ(φ + y)cos фаф | 5113 040 +. 2 | ἄφ | cos’ 0 5ἰπθ dd. 
ф=0 9=0 ф=0 9=0 
Однако 
πι» πι» 


| р 040 = | (1 — cos 26) зш@ 40 = 
0 


0 


л/2 
=>—5 | 2030 — 01040 =, 
i 
/2 π/ὸ зе | 
20 с; — os |) = — 
| cos 951046 — | 4 (— 2 ) = 
2st 
N == \ cos + y) cos фаф + = 
0 
2π 2π 
=F \ cos y cos? @ do Ἔ | siny singcos pdp+—, 
0 0 
An 
= (1 + cosy). 
250 πιο 
D= \ ag {5120 [cos? ф + cos? (p -- У) + 2 соз? 0} 0040 — 
ф=0 Ga 
on п/2 2st m/2 


= `\ [cos?@ + cos? (ф + 5) do 4 sin'0.d9-+2 | do | соз?0зт 046. 
ф=0 ф==0 0=0 
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Последний интеграл рассчитывался ранее. Так как 
д 
3 2 
0 
2л, 2π 


p== \ cos*pdp + = \ co*(pt У) 4(ф-Е 1) +" =“ 


0 0 
тогда 


ο М _ + cosy 
Г=- у: = 9 . 
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При у = 0 имеем Г = 1. Опыты Френеля с зеркалами аппрокси- 
мируют этот случай, так как при этом происходит интерферен- 
ция волн, испускаемых единственным источником вдоль прибли- 


зительно параллельных направлений. 


При у= я получаем Г ==0. Наконец, при у = л/2 имеем 


Г=1.. 


ИЗЛУЧЕНИЕ И ПОГЛОЩЕНИЕ 
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Фотометрия. Система Земля — Солнце 


Один квадратный метр земной поверхности, освещаемый 
солнцем при нормальном падении излучения, получает поток 
в 1,35 Вт, если пренебречь поглощением атмосферой. 

1. Рассчитайте поток, испускаемый одним квадратным мет: 
ром солнечной поверхности, считая, что она излучает по закону 
Ламберта. Вспомним, что кажущийся угловой диаметр Солнца, 
видимый с Земли, равен 2% = 32". 

2. Рассчитайте потерю солнечной массы в секунду за счет 
излучения, считая расстояние Земли от Солнцз равным 5.107 км. 

3. Будем считать, что поверхность Земли равномерно рассеи- 
вает долю о падающего потока излучения. Рассчитайте яркость 
Земли. 

4. Рассчитайте амплитуду электрического и магнитного по- 
лей на поверхности Земли, обусловленных облучением. 


РЕШЕНИЕ 


1. Солнце излучает согласно закону Ламберта, и его яркость 
Ff постоянна. Поток, испускаемый элементом солнечной поверх- 
ности dS в телесном угле dQ, ось которого образует угол 6 
с нормалью к 45, равен 


42 Ф == £ dS cos 8 dQ. (1) 


Принимая за dQ телесный угол, лежащий между двумя ΚΟΗΥ- 
сами с вершиной на dS, осью, нормальной к dS, и апертурой 
20 (фиг. 19.1), имеем 


α ῷ = Ф dScos 0 Όπς]πθ dé. 


Поток, излучаемый элементом dS во внешнее пространство, 
равен 


mi? | sti? 
dD = пФ dS \ 2 sin Ocos 0 40 =л2 45 | 204 (sind), 
0 0 


dD = л dS {sin® 00" =n dS. 
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Отношение dD/dS = В представляет собой светимость, или из- 
лучательную способность, поверхности. Для излучателя, который 
подчиняется закону Ламберта, имеем 


В =. (2) 
Заметим, что сфера, которая излучает по закону Ламберта, 
эквивалентна плоскому диску, множитель 6056 в (1) точно ком- 


пенсирует наклон поверхности, отсчитываемыйи от нормали. 
Именно таким образом и видно Солнце. 


Фиг. 19.1 





Поток (1), испускаемый Солнцем и падающий по нормали 
к поверхности 45’ Земли на расстоянии г от Солнца, может быть 
записан как 


ФФ — 243 


Создаваемая освещенность по определению равна 


d?D 45 


| 


Освещенность, создаваемая солнечным диском, который виден 
под углом 


$ до 
το πα, 


равна 


ὅ = ἅ πα". 


Таким образом, светимость Солнца имеет величину 


ror 35 + 10° 


аа = ИЕ. 30-5: == 5,8 ° 10? Βτ/Μ”. 


2. Исходя из соотношения между массой и энергией, можно 
написать 


AW 
Am =, 


где с — скорость света в вакууме. 
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Можно рассчитать суммарную мощность, теряемую Солнцем, 
учитывая, что она равна мощности, получаемой единичной пло- 
щадью поверхности Земли, умноженной на площадь поверхности 
сферы с радиусом, равным расстоянию от Земли до Солнца, т.е. 


Ф = 1,35 . 103. 4л . (15)? - 10% =3,815 . 1059 Вт. 
Следовательно, потеря массы в секунду равна 


Ф — 3,815.10 _ 0 

Ат = = (3. 105): — 4 24 ‚10 КГ, 
что соответствует годовой потере в 1,4.19'3 т. Однако масса 
Солнца равна 2-10?" т. 

3. Площадь поверхности Земли, которая получает поток dO, 
вновь излучает в пространство поток α΄ = оаФ. Таким обра- 
зом, светимость Земли равна 

, αφ αρ. _ 
и ее яркость будет 


G — Bs. 
ane 


4. Средняя освещенность, создаваемая плоской электромаг- 
HHTHOH волной, связана с амплитудой электрического поля со- 
отношением 





Е? 
(ὅ) = yc σον 
отсюда 
ο. _ 248) __ 2.135 -103.36л. 10° __ aad 
Ея ИСИ π- == 1015. 104, 
Ey = 1010 В/м. 
Магнитное поле волны имеет амплитуду 
| 1010 
Н. = Ак Ξ 2,77 Al. 
Пс 8 108. 1,26 107% 
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Спектры и энергия лазера 


Возбужденный соответствующим образом рубиновый лазер 
излучает гигантский световой импульс с длиной волны А = 
= 6935,9 А (волновое число % == 14418 см-!). Будем считать, 
что каждый импульс может быть приписан цугу из линейно-по- 
ляризованных плоских волн с постоянной амплитудой, длитель- 
ностью tT == 0,1 Mc uc энергией W = 0,3 Дж. Поперечное сечение 
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пучка представляет собой круг диаметром 5 мм. Импульс рас- 
пространяется в воздухе, показатель преломления которого при- 
HAT равным единице, 


Рассчитайте число фотонов Ν, переносимых импульсом. Зная, 


что флуктуация числа фотонов в волне равна Μ/Ν, получите 
выражение для соответствующей флуктуации фазы ф волны, 
связанной с N фотонами. Какое заключение можно сделать от- 
носительно преобладания корпускулярных или волновых свойств 


света? 


Рассчитайте спектр частот С (у) каждого импульса. Получите 
выражение для спектральной ширины Av, определяемой как 
половина интервала между двумя нулевыми значениями функ- 
ции G(v) вокруг центрального максимума. Выведите выраже- 
ние, связывающее ширину в волновых числах и длину L ΒΟΠΗΟ- 
вого цуга. 

Численно определите значение AV в милликайзерах (см. ниже) 
и АЛ в миллиангстремах. 

Если импульс вводится в интерферометр Майкельсона, то 
покажите без дополнительных вычислений, какая разность хода 
необходима для того, чтобы интерференция болыне не наблю- 
далась. Возможно ли это физически? 


И 


1. Рассчитайте объемную плотность энергии τῷ, переносимую 
импульсом (при подсчете объема, занимаемого волновым цугом, 
пренебрегите расширением пучка за счет дифракции). 

2. Получите численное значение электрического поля волны. 

3. Рассчитайте давление, производимое на плоский экран, 
перпендикулярный пучку, в следующих случаях: 

α) экран полностью поглощает; 

В) экран полностью отражает; 

у) экран имеет коэффициент отражения К == 0,9 и коэффи- 


циент поглощения А = 0,1 


ГУ 


Поместите на траектории пучка свободную от аберраций 
линзу L с фокусным расстоянием F = 5 см, диаметр которой 
достаточно велик для того, чтобы она не была зрачком системы, 
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Фольга из стали толщиной 0,1 MM помещается в плоскости фо- 
куса L (фиг. 20.1). 

1. Определите радиус о цеитрального дифракционного пятна. 
Считайте, что это пятно получает 75% энергии, содержащейся 
в импульсе (учтите коэффициент пропускания линзы). 


[> 


Dur, 20,1 


2. Коэффициент поглощения для стальной фольги R равен 
0,1. Поглощаемая эпергия преобразуется в тепло и ΗΔΟΤΡΟΠΗΟ 
рассеивается вокруг пятна. Какое количество тепла пеобходимо. 
чтобы нагреть до температуры плавления полусферу из стали 


Фиг. 209 р Ч, 7 MM 


радиусом 0,1 мм (фиг. 20.2)? Сравните эту величину с количе- 
ством тепла, переносимого одним импульсом. Какой вывод 
можно сделать? 

Численный пример: 


h==6,62-107" Дж.с, 
с=3. 108 м, 


| 
43670» 103 Ф/м, 


60 —= 
| кайзер = 1 см”! = 100 μη, 
плотность стали равна 7,83 г/см?, 
удельная теплоемкость стали равна 0,11.4,18 Дж/г, 
точка плавления стали t == 1525°С. 


ЗАДАЧИ ПО ОПТИКЕ ЗАДАЧА 99 


РЕШЕНИЕ 
| 


Энергия одного импульса равна энергии одного фотона, умно- 
женной на №, так что 
W = Nhv = ΛΝήσν, 
0,3 


о А 1,05 - 108. 
6,62 - 10784. 3-108. 14,418 - 107 


Флуктуации числа фотонов и фазы волны связаны соотноше- 
нием неопределенности 


AW At > А. 
Действительно, неопределенность в Я обусловлена неопределен- 


ностью в №, квант определяется частотой. 
Таким образом, имеем 


ANhy At > h. 


Однако неопределенность BO времени А? связана с неопределен- 
ностью Ag в фазе, Находим 


ЩЕ 
эя — т =, 
следовательно, 
Ag = 2πν At 
И 
А МАф > 2n. 


Если АМ = ^/ М, то Ag = 2n А/М. Значение N — велико, Ag — 
счень мало. В случае частот, соответствующих относительно 
длинным (красным) волнам, преобладают волновые свойства. 


Импульс описывается выражением 
т 
s (f) = acos 2nvof (—+ <1 <=). 


В комплексной форме 
s(t) = аехр (— ]2л%9). 
Соответствующий спектр частот имеет вид 


+00 
+7/2 


G (У) =a \ exp [12л (у — νο Ц У [exp 72л (у — vo) Иль, 
. -- sin 2π(ν — Vy) τ/2 
G (v) — at У) 0 . 
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Первые два нуля хорошо известной функции @ (у) появляются 
при 2л (у — νρ)τ/2 == Ел. 

Полуинтервал между этими значениями соответствует обла- 
сти частот 


\ — \ = , 


так что, поскольку % = ν/ο и длина L == ст, получаем 
] 


AV —=  --- ος 


. 


Численно: 


~ ] 
Aj = — = 
ст 9, 105. 10-1 


[АЛ |--λὰΔς-- 48.10. 10113. 3,3 . 10? = 
= 1,59 107" m=1,59- 107* мА, 
I 
b= =. 104 М. 


—0,33 . 107* м-' = 3,3 милликайзер, 


Интерференция в интерферометре Майкельсона больше не на- 
блюдается, если расстояние между зеркалами порядка L/2 или 
10 км. На этом расстоянии нельзя получить однородные опти: 
ческие пути. 


Vii 


Объем, занимаемый волновым цугом, равен 
ла? -2 
y= 22 1 = 59-107? мз, 


1. Плотность энергии равна 
vw _ 93 
υ 59. 10-2 


== 0,508 Дж/мз. 


2. Выражение для плотности энергии в электромагнитной 
теории записывается в виде 


το = ορ”, 
следовательно, 


E == 4/575 + 108 --- 9.4. 105 Вум. 
3. Давление излучения при нормальном падении равно 
а) ® = =0,508 Η/Ν”, 
В) & =2 =1,016 H/m’, | 
у) ® = (1-+ Ю) ш == 19% =0,965 Н/м?, 
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iV 


14 о = 1,22. F/d = 8,5- 10-4 см. 
2. Macca полусферы из тат равна 


М =- = 2103, 
где д — плотность и г — радиус сферы 
М==. 3,14. 10-8. 7,83 = 1,69 . 1078 г 


Количество тепла, необходимое для повышения темпеватуры 
от комнатной до точки плавления, равно 


МС А == 16,9 . 10°. 0,11 - 4,18 - (1525 — 25) =114. 10735 Дж. 


За время одного импульса пленка получит количество знергиы 
равное 


0,3. 0,75 . 0,1 ==2,25-10°7 Дж. 


Таким образом, в точке попадания излучения фольга будет 
расплавлена. 


ЗАДАЧА 21 


Оптические константы германия 


Показатель преломления для Ag = 0,5 мкм (в вакууме) опре- 
деляется выражением 


п=3,47 — 1,407 (j=—~/—1). 


1. Рассчитайте коэффициент отражения от полированиой по- 
верхности германия при нормальном падении. 

2. Рассчитайте фазовый сдвиг Qin, вызывасмый отражением 
при нормальном падении. 

д. Рассчитайте глубину проникновения плоской волны в гер- 
маний, на которой ее интенсивность падаст до 1/1000 от интен- 
CHBUOCTH падающего излучения. 


РЕШЕНИЕ 


Показатель преломления гермачия в комплекспойя форме 
имеет вид П = И — fk, где п — показатель преломления и ^— 
показатель поглощения. Формула Френеля применима к ком- 
плексному показателю преломления при нормальном падении. 
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Коэффициент отражения для световой амплитуды является ком- 
плексной величиной; 





__ (0 na-~jkrR—I| 
Ги == Га ΕΧΡ (1) = Fa = ame (1) 
Отсюда можно получить коэффициент отражения 
we (1 -- 1)” + 
Rn ~~ rely ~ (n --- 1)? --- Ь? (2) 
и фазовое опережение отраженной волны 
2] 
(8 On = бб. (3) 


1. Используя полученные значения, находим 





Ки = (3,47 + 1)?-+ (1,40)? 19,98 Е 1,96 ^— 0,37. 
2. 
2,80 = 2,80 _ 
18 Фи = 7X (3,47)2 — (1,40)? 13,00 ^^ _ 0,216. 


3. Уменьшение интенсивности света как функция глубины его 
проникновения х описывается экспоненциальным законом: 


Г = 1 exp (— 2Kx), 











где 
2k 
K —— Xo * 
| Мы должны иметь 

[ _3 

Ty = 10 3 

ANRX _3 
ΕΣ = 6,907, 

0 + 
6,907 -0,5 _ 
X= 4.314.140 © MKM. 


ЗАДАЧА 22 


Поглощение. Черные и цветные Tena 


На маленький плоский диск солнечное излучение падает 
почти нормально. Из двух сторон диска будет рассматриваться 
только сторона Ё, обращенная к Солнцу, другая сторона не иг- 
рает никакой роли. Будем считать, что диск помещен в вакуум, 
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значительно удален от других объектов и его температура всегда 
равномерно распределена. Предположим, что Солнце излучает 
как черное тело при 6000 К, и его светимость обозначим через 
Н. Кажущийся диаметр Солнца мал, если на него смотреть из 
точки О, и он принимается равным 2%. Рассчитайте равновесную 
температуру диска в следующих случаях: 

1. Диск излучает и поглощает как черное тело с поверх- 
ностью Р. Примите 2 равным 10-2 рад и затем равным 10- рад. 

2. Рассмотрите еще раз вопрос 1, но теперь считайте, что 
солнечные лучи падают наклонно на поверхность Ff. Косинус 
угла падения можно считать равным 0,25. 

3. Рассмотрите еще раз вопрос |, заменяя диск D малой сфе- 
рой, вся Поверхность которой представляет собой черное тело. 


I] 


Диск имеет спектральную энергетическую светимость и коэф- 
фициент поглощения, который равен нулю для всего излучения, 
кроме длин волн, очень близких к 0,40 мкм. В этом интервале 
диск ведет себя как черное тело. Пусть угол 2а принимает два 
значения 10-?и 10-4 рад. Считайте, что вблизи 0,40 мкм свети- 
мость черного тела в хорошем приближении описывается выра- 


жением 
b 6000 


pe PRE πρ 


где а— константа. Рассчитайте равновесную температуру для 
условий | и2 вопросов части I. 


InH,=a— ——~ == 0,385, 


Hl 


Черное тело, обладающее достаточно малыми размерами 
(при этом его температура всегда одинакова во всех точках) 
и теплоемкостью М, помещено в описанную выше эксперимен- 
тальную установку. Сначала оно было защищено от излучения 
и имело довольно низкую температуру. Затем тело было под- 
вергнуто действию солнечного излучения. Шо какому закону 
повышается его абсолютная температура как функция времени? 
Как будет вести себя этот закон вблизи равновесной темпе- 


ратуры? 
РЕШЕНИЕ 
i 


Согласно определению, Н — энергетический поток, излучае- 
мый поверхностью S во все внешнее пространство, равен 


Ф = AS, 


ИЗЛУЧЕНИЕ И ПОГЛОЩЕНИЕ 103 


Если Солнце имеет радиус К и излучает как черное тело, 
$=4л° и H=oT} (в=5,672. 10-8 Вт-м-?. град-*). 


Этот поток проходит сквозь сферы с увеличивающимся ра- 
ΠΗΥΕΟΜ, и поток, достигающий площади $ на сфере радиусом г, 


равен 


Ds Re 4 2 1-4 
дея == 5 77 0Го == δα στο (1) 


при a? = ΚΣ/Υ3. 

С другой стороны, диск площадью $ при температуре 7” us- 
лучает как черное тело, и его светимость равна H’ = оГ*. При 
равновесии входящий и выходящий потоки равны. 

1. Диск, расположенный под прямым углом, $ = 5. 


Sa?oT* = Sol”, (2) 
следовательно, 


Г а Та, T’ =vValy. 
При a = 0,5.10-2, Т’== 0,071-6000 = 426 К, 
αΞ-θι. 103. T’=42,6K. 


2. Диск, расположенный наклонно. Теперь излучение падает 
на поверхность площадью s = Scosi (фиг. 22.1). Однако 


Фиг. 22.1. 





всегда излучение происходит со всей площади поверхности 5; 
‘таким образом, при равновесии 


S cos ia’oT о, == SoT”™, 

a 4/ со 1 Г = —, 

= γα cost 0 ra 
При a=0,5-10°° στ’ = 300K, 
при а==0,5. 10° Т”=30 К. 


3. Сфера радиусом р. Она захватывает часть лучей (сечение 
площадью $ == πρ) и излучает со всей площади поверхности 
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S Απρ’, отсюда при равновесии 


пр*о’оТ4 = 4лр?оТ”, 


; — Tr 
T == /α a/ + Го. 


При численном значении соз{ == '/4, взятом в «6», темпера- 
тура сферы в «в» Ta Же, что и диска в «б», 


(4) 


Пусть АЛ будет шириной спектральной полосы, в которой 
диск поглощает и излучает, Har, — спектральная светимость 
Солнца, Πλτ' — спектральная светимость черного тела при равно- 
весной температуре Г’ поглощающего тела и А, — коэффициент 
поглощения. Обозначим через $ площадь поверхности поглоти- 
теля и через $ площадь поверхности, которая получает излуче- 
ние; спектральная энергия получаемого потока равна 


σα” Н ary АЛ. 
Тело поглощает часть Ах этого потока. С другой стороны, 


его спектральная светимость, согласно закону Кирхгофа, равна 
АН от’. Излучаемый поток равен 


SAH ar: AX. 
Отсюда при равновесии 


$ 
Ayr: — © oA ar,. 


Прологарифмировав обе части равенства и используя выра- 
жение для Πλ, получаем 


b δα” b 
тет Τα το 


@— т 


откуда 
6000 


Г’ = 10385 (S/S) 
1. Диск, расположенный под прямым углом: $ = 5 
При a=0,5-10°° 7’ == 2165K, 

a=0,5-10°* Т’= 1392 К. 
9. Диск или сфера, расположенные наклонно; S = 45 
При а==0,5.10`” Т’=1998 К, 


a=0,5-107* Т’== 1320 К. 
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Ш 


Черное тело получает поток [см. уравнение (2)] от Солнца. 
Если его температура равна Т, то оно излучает поток ὡστᾶ, Если 
его температура повысилась на dT за время dt, TO энергетиче- 
ский баланс записывается в виде 


So (ТГ — T*) Е = Mat. 
Принимая T/T’ = хи В = SoT?/M, получаем 
В 


| —х 
Эта дробь может быть разбита на более простые дроби. Дей- 
ствительно, получаем 


4 2 ] ] 
я та тех т. 


Следовательно, 
АВЕС = асю х + ШИ-х) — Ш --- »), 


где С — постоянная интегрирования. 
Если температура приближается к равновесному значению, 
το х> |1, arctgx—n/4 и ἱπ(] --κ)-» [π2, таким образом, 


In =С— 48+. 


Величина (Т’— Т) изменяется как убывающая по f экспонента. 


ЗАДАЧА 23 


Поглощение. Закон Кирхгофа 


1. Параллельный пучок монохроматического света распро- 
страняется в поглощающей жидкости. Обозначим через К, ин- 
тенсивность в точке, принятой за начало отсчета, и через К — 
коэффициент поглощения. Найдите выражение, которое позволит 
определить интенсивность /, после того, как пучок пройдет 
сквозь слой толщиной х; найдите также оптическую плотность 
1) в этой области. 

2. Определите порядок величины ошибок в Кид при ΟΤΗΟ- 
сительной ошибке ε в отношении /о/Гх. 

9. Рассматриваемая поглощающая среда представляет co- 
бой пластинку из Цветного стекла с параллельными гранями 
толщиной х. Она помещается перпендикулярно пучку с интен- 
сивностью /9; измеряется интенсивность /; проходящего света. 
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Отражения от граней пластинки так ослабляют пучок, что 
| не может рассматриваться как {κ без введения ошибки ε’ 
в отношение /o//,. Оцените 8’, принимая в качестве показателя 
преломления стекла величину 3/› и для воздуха — единицу. Как 
измерить оптическую плотность этой поглощающей пластинки, 
чтобы предотвратить возникновение ошибки? Пучками, возни- 
кающими в результате многочисленных внутренних отражений, 
пренебречь. 


И 


1. Рассмотрим одпородное пламя, излучение которого подчи- 
няется закону Кирхгофа и которое, по предположению, излу- 
чает монохроматический свет. Покажите, что интенсивность 
излучения [, этого пламени толщиной х стремится к пределу πο 
мере неограниченного возрастания x. Обозначим через пах 
энергию свечения, через ах коэффициент поглощения беско- 
нечно тонкой пленкой толщиной Ах излучения с длиной волны A 
и обозначим через & яркость черного тела при температуре 
пламени, 

2. Что произойдет, если излучение не строго монохрома- 
ТИЧНО? 


РЕШЕНИЕ 


1. Интенсивность параллельного пучка, определяемая по’ 
освещенности, которую он создает на поверхности и которая 
в данном случае постоянна, пропорциональна потоку излучения, 
так что закон изменения интенсивности в поглощающей среде. 
записывается в виде 


— dl = Kl, dx, 
следовательно, 
[, = оехр (— Kx). (1) 


Отношение /,/Jo есть коэффициент пропускания вещества 
толщиной x. Коэффициент поглощения равен (15 —7/,)//o. Опти-. 
ческая плотность определяется выражением 


I 1 | 
D=—Ig7- =le7-= oy Ke. (2) 


Оптическая плотность пропорциональна расстоянию, проходи- 
мому в среде, 
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2. Принимаем 
1 


А = т. == exp (Kx), (3) 
ДА = хехр(Кх)аК, © e= “2 --χάκ, 

dA ар _ в dk 
dD =“ A’ “D” Ind K‘* 


3. Коэффициент отражения от одной грани пластинки при 
нормальном падении равен 


(= 





Интенсивность излучения, проходящего через входную грань, 
равна 
/ 
h= 16 (1 — Ю). 
На выходной грани она уменьшается до величины 
Г = Ipexp(— Kx). 


Затем излучение подвергается второму отражению, и интенсив- 
ность на выходе равна 


=’ (1 — Ю) = 1 (1 — Ю)?ехр(— Kx). (4) 
Сравнивая (1) и (4), можно видеть, что 
=, (1 — κ)”. 


В результате отражений величина A, определяемая (3), умень- 
шается на 


следовательно, 


Эти значения приближаются друг к другу, когда Ю мало. Дей- 


ствительно, 
‚5 — | 
К = (G27) = 55. 
e == 0,08. 


Чтобы избежать ошибки, вызванной отражениями, необхо- 
димо произвести два измерения интенсивности проходящего 
„луча для разных толщин x, и Χο. Пусть О” будет оптической 
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плотностью, возникающей благодаря отражениям. Тогда имеем 
D, = Ε΄ + σα Κάι, Dy =D! +55 Кд», 

следовательно, 


D, — р, =5 3 K(x, — Xo). 


I] 


1, Сравните это пламя с изотермическим объемом, ограни- 
ченным в точке О плоскостью, нормальной к оси Ох (фиг. 23.1). 


Yj 


Фиг. 23,1 


__ 


И le 


5 
τω Ἡ 
δὲ 


Изменение интенсивности [ при прохождении сквозь тонкую 
пленку толщиной dx обусловлено излучением Пах и поглоще- 
нием ---αι]κάχ по закону Бера. Отсюда 


а: == — ай; ах И ах=а (® —1,) dx, 


так как J, == a,&, получаем 


dl x 


ем dx. 


При х=0 1, ==, следовательно, ш(@®— 1) /(® — [) = ax. 


LY — [= (ο — 1) ехр(— a,x), 
εξ ® И — ехр (— a,x)] + 1, exp (— a,x). 


При х-> ® 1, > 47. 

2. Если мы имеем дело с набором излучений, коэффициент 
поглощения которых не постоянен, то значение коэффициента 
суммарного поглощения очевидно‘ зависит от распределения 
энергии в источнике излучения. Будем считать, что источник 
подчиняется закону Кирхгофа /, = a,4%3, суммарная интенсив- 
ность равна 


= 4, = \ aL, di, 
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и коэффициент суммарного поглощения равен 


\ αλ Φλ а? 
a Г ν 
--- Ant A, 


L 
| 3 dx 
следовательно, 


/ - - 
С 

В том случае, если излучение падает на тело, которое полностью 
поглощает в рассматриваемом спектральном диапазоне, к дан- 
ной системе применим закои Кирхгофа. 


ДВОЙНОЕ ЛУЧЕПРЕЛОМЛЕНИЕ 


ЗАДАЧА 24 


Параметры Стокса. Представление Пуанкаре. Матрицы 
Мюллера 


| 
Параметры Стокса 


Состояние поляризации монохроматической световой волны 
может быть охарактеризовано четырьмя величинами, имеющими 
одинаковую размерность и известными как параметры Стокса. 
Ими являются 


S,=@+ 67, S=a—6*, S.=2abcosg, §;—2absing, (1) 


rae ο  ὃ -- амплитуды колебаний вдоль двух взаимно перпен- 
дикулярных направлений Oy и OZ в плоскости волны, и ф— 
разность фаз между ними. 

1. Эти четыре параметра не независимы. Найдите соотноше- 
ния, которые существуют между их квадратами. 

2. Что представляет собой параметр So? Чему равны эти че- 
тыре параметра для волны, линейно-поляризованной вдоль на- 
правления Oy, вдоль направления Oz и под углом 45°; для света 
с правой круговой поляризацией, с левой круговой поляризацией 
и для естественного света [в этом последнем случае в (1) ис- 
пользуйте средние значения амплитуды]? 

3. Докажите соотношения 


$1 = 9060$ 28 с0$ 29, S,—=S,cos2psin 20, $. = S)sin 26, (2) 


где В — угол, тангенс которого равен отношению осей эллипти- 
чески поляризованного колебания, и 9 — угол, который образует 
главная ось эллипса с направлением Оу. 


i! 
Сфера Пуанкаре 


Предыдущие уравнения показывают, что состояние поляри- 
зации монохроматического колебания данной интенсивности мо- 
жет быть представлено на поверхности сферы радиусом So точ- 
кой М, широта которой 2В и долгота 20; $1, Se, эз — декартовы 
координаты этой точки (фиг. 24.1). 

1. Амплитуды а и 6 относительно точки М можно предста- 
вить себе как компоненты линейно-поляризованного колебания, 
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образующего угол α с осью Оу. Как углы α и ф представлены 
на сфере? 

2. Какие точки на сфере соответствуют направлениям Оу 
и Oz? Каково геометрическое место точек, представляющих ко- 
лебания с линейной поляризацией, с круговой поляризацией? 
Что представляют собой точки, расположенные ва одной и той 
же параллели? 

3. На основе данных П,| сделайте простое геометрическое 
построение, которое позволит получить точку М, если для ли- 
нейно-поляризованной волны, падающей под углом a, задается 
двулучепреломляющая среда с фазовым р 
запаздыванием ф и известными осями. 

4. Обобщите предыдущее построение, 
демонстрирующее действие двулучепре- 
ломляющей среды, с фазовым запазды- 
ванием ф на колебание, представленное 
точкой М. В качестве особого случая рас- 
смотрите четвертьволновую пластинку. 


И 
Матрицы Мюллера 





Можно представить себе параметры Фиг. 24.1 
Стокса как четыре компоненты вектора- 
столбца. Действие поляризатора или системы с известным за- 
паздыванием и ориентацией на световую волну можно предста- 
вить квадратной матрицей [М] которая, будучи умножена на 
вектор Стокса для падающего света [V], дает вектор Стокса для 
выходящего колебания |1": 


[И] = {M]{V}. (3) 
Ниже приводятся примеры матриц [М]: 

[100 1 0 0 Ij/I1 0 001100 (| 
100,000 00 1 001000 — 1 
2000002000000 Оооо г ο 

0000 100100 -ἵἶ ο 10ο 10 ο 

(М) (М,) (M3) (My) 


М, — линейная поляризация с направлением пропускания коле- 
бания вдоль Oy, 

М. — правая круговая поляризация; 

ΛΑ — четвертьволновая пластинка с опережающей осью вдоль 
ου; 

М. — четвертьволновая пластинка с осью под углом 45° κ Oy. 
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Мы хотим использовать эти методы для получения следуо- 
щих известных результатов: 

I. Действие линейного поляризатора на естественный свог. 

2. Действие поляризатора, дающего правую круговую поля- 
ризацию, на естественный свет. 

3. Действие четвертьволновой пластинки ο OCbIO вдоль Oy 
п OZ на свет с правой круговой поляризацией. 

4. Вопрос 3 повторяется для случая пластники с обыю под 
углом 45°. 

В каждом случае найдите компоненты вскторов [И и [V7] 
п проверьте уравнение (3). (Преимуществом этого метода рас- 
чета является то, что действие последующих поляризатовов 
п фазовращатслей на световую волиу приводит к умножению 
зектора Стокса на матрицу, которая является произведением 
матриц, соответствующих последующим приборам.) 


РЕШЕНИЕ 
I 


$0 == Sj + $2 - $3. (4) 
2. So представляет собой интенсивность колебания. Для 
света, линейно-поляризованного вдоль Oy, 6 = 0, следовательно. 
$0 =5; == 4, δυΞς σδας-θ. 
Подобно этому, для света, линейно-поляризованного вдоль О», 
So= ο, $ =— 5, S,=S8,=0; 
для света, линеино-поляризованного под углом 45°, 
στ 2α”. S,=0, S,=2a*, $.==0; 
для света с правой круговой поляризацией 
S,=2a*, S,=0, S,=0, δα” 
для света с левой круговой поляризацией 
$ τς 20”, S,=0, $,==0, ὃν) == --- 205 
дая естественного света 
S,=2(a%, $ =0, 35==0, S,= 0, 
3. Полученные уравнспия требуют применения классических 
выражений: 
а) $. == $, 5128, 2absing == (α” + 3) чт 28, 
sin 2B = sin 2a sin q; (5) 
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6) S, == S,cos2Bcos 20, а? — b*? = (а? + 62) cos 28 cos 26, 
cos 2β cos 29 = cos ρα; (6) 
в) So==S,cos 28 зт 20, 2abcos@ == (a* + 5°) cos 28 sin 26. 
Тогда, используя (5), получаем 
sin 2a cos ф == cos 28 cos 20, 


tg 2a cos ф = tg 20. (7) 


1. Начертяте больную окружность, проходящую через точку 
М и начало отсчета долгот — точку Я. В сферическом тре- 
угольнике АВМ с прямым углом в В ρ 


(фиг. 24.2) имеем р 
| ή 


cos AV[==cos АВ : cos MB, 
vil 





так что, используя (6), иолучаем 






AM == 20 | 
ii 
ии AM = nee | ча 
sin MAB 
а из (0) р! 
МАВ === 4. Фиг. 24.2 


2. Для линейно-поляризованных колебаний В =0; изобра- 
жающие точки находятся на экваторе. При 9 = 0 колебание на- 
правлено вдоль Oy и соответствует точке А — началу отсчета 
долгот. При ϐ = л/2 колебание направлено вдоль OZ и изобра- 
жается точкой 4A’ на экваторе на другом конце диаметра, прохо- 
дящего через А (29 = д). 

Для света с круговой поляризацией В = 1/4; изображающие 
точки — полюсы Р и Р”. Точка Р изображает свет с правой кру- 
говой поляризацией (0 < @ <i na), а Р’— свет с левой круговой 
поляризацией (п<%ф<2м). 

Колебания с празой эллиптической поляризацией находятся 
в северной полусфере, а колебания с левой — в южной. 

Точки вдоль данной параллели изображают элливсы ο- 
ного и того же вида, но разного наклона. 

Точки на данном меридиане изображают колебания одинако- 
вой орнентации, эксцентриситет которых изменяется от 0 на 
экваторе до | на полюсах. Фиг. 24.3 иллюстрирует все сдедац- 
ные выше утверждения. 
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3. Пусть А — точка на экваторе, которая изображает линей- 
но-поляризованное колебание, А — точка, которая изображает 
колебание, ориентированное вдоль оптической оси Оу этой (од- 
HOOCHOH) двоякопреломляющей системы (фиг. 24.4). Кривая 
AR =2а. Нарисуйте на поверхности сферы окружность С ра- 
диусом AR uc точкой А в центре. Пересечение этой окружности 
с большой окружностью, проходящей через точку А и образую- 
щей угол ф с экватором, дает требуемую точку. 

При ф = π/2 точка М находится на одном меридиане с точ- 
кой А и оси эллипса направлены вдоль Oy η Oz. Если к тому 
же © = π/2, R находится в Ю’ и окружность С — меридиан, нор- 





Фиг. 24.3 Фиг, 24.4 


мальный к OA, а М проходит через P или P’, то колебание по- 
ляризовано по кругу. При ф == л колебание — линейно-поляризо- 
ванное, но с углом α противоположного знака. 

4. Пусть АА’ будет диаметром, соответствующим ориентации 
двоякопреломляющей системы, которая воздействует на коле- 
бание, изображенное точкой М. Начертите большую окружность, 
проходящую через А и М (фиг. 24.5). Как было показано в 3, 
угол фо, который эта окружность образует с экватором, харак- 
теризует разность фаз между колебаниями, распространяющи- 
мися вдоль нейтральной оси системы, и колебаниями, распрост- 
раняющимися вдоль оптической оси. К Фо добавляется алгеб- 
раическое фазовое запаздывание ф, и тогда точка М’ полу- 
чается из М поворотом на угол ф вокруг А. | 

Если ф = π/2, то точка М переходит в точку М” на большой 
окружности, проходящей через А и образующей такой угол ф 
с экватором, что 


σι 
φ +> + Po =X. 
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В четвертьволновом методе линейно-поляризованное колеба- 
ние, выходящее из поляризатора, изображается точкой А 
(фиг. 24.6). Оптические оси этой двоякопреломляющей системы 
представлены точкой В и точкой на противоположном конце 
диаметра. Пусть АВ == пл/2. Следовательно, точка М, которая 
изображает колебание, выходящее из системы, находится на 


ρ ρ 





Фиг. 24.5 Фиг. 24.6 


меридиане, проходящем через точку А. Сферический треуголь- 
ник МВА прямоуголен в точках М и A, и из сферической триго- 
нометрии имеем 


cos ф == с0$ МА = с0$ 2p. 


Нейтральные оси четвертьволновой пластинки совпадают по по- 
строению с концами диаметра AA’. Четвертьволновая пластинка 
поворачивает точку М на л/2 вокруг A, и выходящее колебание 
изображается точкой Ю Оно линейно-поляризовано, и AR = 
= АМ = 28. 


Результаты, полученные в 1,2, дают следующие выражения 
для вектора Стокса (в предположении, что падающее колебание 
имеет интенсивность, равную единице): 


| | I 1 1 
0 | —1 0 0 
0 0 0 | 0 
0 0 0 0 | 


(Vi) (У) (3) (Vs) 9 


У, — естественный свет; И› — свет, линейно-поляризованный 
вдоль Оу; У, — свет, линейно-поляризованный вдоль Oz; У. — 
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свет, линейно-поляризованный под углом 45°, и И; — свет с пра- 
вой круговой поляризацией. 

Рассмотрим детально операцию [У] == [МУ]. Правило умно- 
жения матриц дает следующее выражение для компоненты Ум 
вектора [V’], соответствующей строке { и столбцу с: 


vf — 
Vic = 2. Mii ies 
i 


где M);— член из строки [ матрицы [М] и V;.— член с тем же 
индексом i в столбце с вектора [У]. 

Для [И и [У] величина с может быль только единицей. Таким 
образом, 


Vip == МиГ и + МГ» + МИ + Μια, 
Vo, == MoV и + АИ о: + Mo3¥ αι + Мод 41, 
Из == Μαι ии te АИ 2, + МззУ αι + MoaV a1, 
Vir = Ма! и -- МИ - Маз Μι. 


1. В данном случае [Г] = [AL] {V,], так что 


u=lxX14+1K0+0K0+0K0=1, 
Va=1«K1+1K0+0K0+0xK0—1, 
V4y=0K1+0K0+0X0+0X0=—0, 
Vy =0жЖ1--0Ж0--0жЖ0--0Ж0==0, 


затем, учитывая, что множитель для [ΛΙ] равен '/, для вектора 
[И] получим 


CoO yj wl] 


= 


| 
| 


Можно видеть, что это выражение идентично [Vo] с точностью 
до множителя '/, который показывает уменыненпе интенсивно- 
сти за счет поляризации. 

2. Подобным путем находим, что [Μο] ντ] == [V4] с точностью 
до множителя {/ο также вследствие поляризации. 

3. [Ma]{Vs] — [V4] — линейно-поляризованный свет с направ- 
лением колебаний под углом 45°. 

4. [МАГУ = [V3] — линейно-поляризованный свет © направ- 
лением колебаний вдоль Oz. 


ЗАДАЧА 25 ABOHHOE ЛУЧЕПРЕЛОМЛЕНИЕ 117 


ЗАДАЧА 25 


Формулы Френеля. Двоякопреломляющая призма 


1. Вспомните выражения для отражения и пропускания моно- 
хроматичного параллельного пучка света, падающего из вакуума 
на поверхность плоской изотропной преломляющей среды с по- 
казателем преломления п. Обозначим через ги и Γρ амплитудные 
коэффициенты отражения, где индекс р соответствует случаю, 
когда колебания будут параллельны плоскости падения, и ΜΗ- 
декс п— случаю, когда они нормальны к этой плоскости. Co- 
ответствующие коэффициенты пропускания обозначим через 
р И ty. 

2. Примените результаты 1 к следующим двум вопросам. 
Стеклянная призма A, угол при вершине которой равен 60°, 
имеет для исследуемого излучения показатель преломления 1,52. 
На грань АВ призмы падает параллельный монохроматичный 
пучок этого излучения, который перпендикулярен стороне A и на- 
правлен под таким углом, что отклонения от пучка, выходящего 
из грани со стороной АС, минимальны. Падающий пучок ли- 
нейно-поляризован Так, что его колебания составляют угол 45° 
с плоскостью падения. Чему равен угол, образованный выходя- 
щими колебаниями с плоскостью падения? 

3. Каким образом необходимо изменить угол ВАС призмы 
и поляризацию падающего света, чтобы при отражении пуч- 
ка на входе и выходе в стеклянной призме не было световых 
потерь? 

4. Геперь будем считать, что призма сделана из исландского 
шпата; она тщательно вырезана таким образом, что сечение 
АВС представляет собой равносторонний треугольник, где грань 
ВС — плоская и полированная. Ось кристалла параллельна пло- 
скости АВС. Покажите, что параллельный пучок линейно-поля- 
ризованного монохроматического света, падающий нормально 
на грань АВ и распространяющийся с направлением колебаний, 
составляющим угол 45° с плоскостью АВС, полностью отра- 
жается на грани БС, но на выходе из призмы на грани со сто- 
роной АС он эллиптически поляризован. Пренебрегите потерями 
при отражении на входе и выходе из’призмы, так как они малы 
вблизи нормального падения, и укажите, как выходящие эллип- 
тически поляризованные колебания зависят от высоты A тре- 
угольника АВС и от двух главных показателей преломления 
шпата по = 1,65 и Πε = 1,48. 

5. Наконец, будем ‘считать, что ось кристалла нормальна 
к входной грани со стороной АВ, т. е. параллельна падающему 
пучку. Покажите, что тогда на выходе из призмы имеются два 
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различных пучка, которые отразились от ВС. Определите на- 
правление каждого из выходящих пучков и укажите, с какими 
направлениями колебаний они распространяются. 


РЕШЕНИЕ 
2. Мы имеем (фиг. 25.1} 


(А, D+A — о, _ А ano 
ИЗ 5 == —5— И [) --- οἱ — A, r= 5 = 90”, 
sin eae = 1,52 0,500 == 0,760. Pte = 49° 98’ =i. 


Используем соответствующее выражение 
{с а, == с0$ (1 — είσαι, а; =45°, tra =!. 
Пучок выходит из грани под тем же углом 
tg а; == cos’ ({ — г), 
ij — r = 49°28’ — 30° == 19°28’, cos(i — г) =0,94293, 
cos* (i — г) = 0,88912. 
о; = 41°39’, 


3. Коэффициент отражения равен нулю для колебаний в пло- 
скости падения при угле Брюстера. Следовательно, необходимо 


Фиг. 95.1 





сделать падающий пучок поляризованным так, чтобы направле- 
ние колебаний было нормальным к плоскости падения, а угол 
падения таким, чтобы tg {в = п, отсюда 


Lp — 56°40’, 
Чтобы пучок выходил под углом Брюстера, необходимо выпол- 
нение условия А” == 2#. Таким образом, 
οἰΠπγ-- ϱ05ἱμ, г==90° — ip = 33°20'. 
A’ = 66°40’, A’ —A=-+ 6°40’. 
4. Падение в точке J происходит под углом 60° (фиг. 25.2, a), 


следовательно, sini == 0,866 больше, чем [/п. = 0,675 и 1/по = 
— 0,606. Таким образом, происходит полное внутреннее отраже- 
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ние. Обыкновенная и необыкновенная волны распространяются 
нормально к оси, так что отраженные обыкновенный и необык- 
новенный лучи смешаны на выходе. Однако они поляризованы: 
обыкновенный луч — в плоскости главного сечения, необыкно- 
венный — нормально к этой плоскости. Так как колебания коге- 
рентны на входе, где одно главное направление призмы парал- 
лельно, а другое перпендикулярно стороне, двойное лучепрелом- 
ление приводит к появлению разности по — Πρ. Пройденное pac- 





45° 





ὑ 
Фиг. 25,2 Фиг, 25.3 


стояние Asin 30° = A/2. Известно, что при а = 45° эллипс ориен- 
тирован так, что его оси направлены под углом 45° к осям приз- 
мы !), и отношение его осей равно такому {5 В, что 1226 = {1$ 
(фиг. 25.2, 6): 


pas Fim — πο) = 4. 0,17. 


5. Падающие лучи не подвергаются двойному лучепреломле- 
нию вплоть до точки на ВС (фиг. 25.3). Они полностью отражаются 
при угле 60°, т. е. в направлении, образующем угол 0 = 60° с оп- 
тической осью. Нормали к отраженным волнам остаются сме- 
шанными, но для одной волны показатель преломления равен Πρ, 


1) При описании явлений в одноосном кристалле автор применяет тер- 
мин «оптические оси» или OCH, под которыми подразумеваются оси эллип- 
соида диэлектрической постоянной, определяющие главные направления кри- 
сталла. — Прим. перев. 
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а для другой равен такому п, что 


п? sin? ϐ п? οο 9 __ 
ИИ Ημ ΕΕ... 
п. п. 


3 
9 ο | —= 2 
п (nr ta) = ад, 


п? =9,304, п==1,517. 


Соответствующие лучи разделены: обыкновенный луч, направ- 
ление которого совпадает с волновой нормалью, падает на грань 
со стороной АС под прямым углом и выходит без отклонений. 
Его колебание нормально к плоскости рисунка. Необыкновен- 
ный луч образует с обыкновенным лучом угол, который опреде- 
ляется выражением 


9 % 
п. — πρ} ю0 (2,19 — 2,72) 1,732 
ig ζ — (% = πο) 8 = о) = —= о — 0,088, 
п. + Πῃ 270 2,19 + 2,72 .3 


ἕ — —_ 503. 


Знак минус означает, что необыкновенный луч образует угол 
54° 58’ с нормалью к ВС. Угол падения на АС равен ζ и угол 
отражения равен 


sini, == 1,517 + sin 5°3’ = 1,517 + 0,0877 = 0,1335, 
i, == 7°40’. 


ЗАДАЧА 26 


Поле поляризующих призм 


Поляризующая призма из шпата имеет форму параллелепи- 
nena, грань ABCD которого (фиг. 26.1 и 26.2) нормальна к оп- 
тической оси. Плоскость среза содержит оптическую ось и лежит 
вдоль линии АС. Две половины призмы разделены слоем с па- 
раллельными гранями, образованным либо из прозрачного клея 
с показателем преломления п == 1,540, либо из слоя воздуха. 
Определите в обоих случаях максимальный угловой диапазон 
поляризатора для лучей, нормальных к оптической оси, т. е. 
сумму углов, которые могут быть образованы этими лучами 
с каждой стороны нормали к грани со стороной АВ таким обра- 
зом, чтобы при этом выходящий пучок был поляризован. Опре- 
делите также величину этого диапазона, если углы симметричны 
по отношению к нормали. Рассчитайте соотношение R == L/h 
длины AD призмы к ее высоте АВ. Главные показатели прелом- 
ления шпата равны Из = 1,658 и п. = 1,486. 
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ΡΕΗΙΕΗΜΕ 


Распространение света нормально к оптической оси, и на- 
правление лучей совпадает с нормалью к волновой поверхности 
1. Обыкновенный луч с более высоким показателем прелом- 
ления гасится полным отражением в случае, когда между поло- 
винками призмы содержится клей. Диапазон ограничен сверху 
(фиг. 26.1) углом падения i, соответствующим направлению AC 


A D 





Фиг. 26.1 Фиг. 26,2 


преломленного необыкновенного луча, угол преломления KOTO- 
рого равен углу a, определяющему форму призмы: 


h | 
iga=— =p (1) 


и в точке A имеем 


ЗИ =n, sing. (2) 


Снизу диапазон ограничен условием, по которому угол прелом- 
ления { обыкновенного луча должен быть таким, чтобы угол 
падения этого луча на плоскость среза АС по меньшей мере 
был бы равным предельному углу |, определяемому для среды 
шлат — клей соотношением 


. it 
οἵΠ {ρτς- -----. 
По 
Тогда 
τπτ | 
b= — (а -[ ro), 
следовательно, 


cos (a + го) =——. (3) 


По 


Угол падения, ограничивающий диапазон снизу, таков, что 


Sin { == Πρ 5ΙΠ}ρ. (4) 
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Объединяя уравнения (1)— (4), получаем 
ЕСН 
МТ- 8? 


(ng — n°) Ε΄ + [nj — п — 21 (п - пг) | Α΄ — (пп. =0. 


Подставляя численные значения, получаем 


L 
К =-- — 4,93, 


[ — 17510”, а= 11990”. 


Если необходимо найти максимальный симметричный угловой 
диапазон, то нужно взять &@ = Го, тогда из (2) находим 


cos θα =— — 0,9275, ασ 115. 


и из (1) получаем 


— L στα 
R= = =5,14, 


Эта призма называется призмой Глазебрука. 

2. Условие, при котором обыкновенный луч, падающий на 
грань со стороной АВ в плоскости рисунка над нормалью, пол- 
ностью отражается на АС, будет тем же, что и раньше, но те- 
перь при 2 = | получаем 


._. п ] 
Sinij = nSillrg, Za Mel, sinlb=+-. 


Однако необыкновенный луч также может подвергнуться пол- 
ному отражению, и диапазон будет сверху ограничен условием, 
что этот луч может вновь выйти на грань CD, откуда 


-- . п . ] 
ЗП = Пе SiN Го, Tare Sle, Зе =. 


Для того чтобы диапазон был симметричным, необходимо вы- 
полнение условия le == ip, т. е. 


sin Ly = Πρ Sin fp == Йе SIN Го. (5) 
В этом случае углы fo и г, малы, так как 

Го Ге = 4 — l= 5°11’. 
Таким образом, вместо (5) можно написать 


Lo == Nolo = Nelo, 
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откуда определяется диапазон 


. у. её \ 2 о / 
Lio = Sa Pot το) = Zp ge (le — bo) = 810’, 


и отношение 
Ю = са = «в (Ц +r) =ctg (^ +- <2 | = () 825, 


Этот поляризатор называется поляризатором Глана. On 
много меньше, чем призма Глазебрука, однако световые потери 
в нем много болыце, так как коэффициент отражения на гра- 
нице шпат — воздух больше, чем на границе шпат — клей. 


ЗАДАЧА 27 


Вращательная дисперсия 


Параллельный пучок белого света походит через пластинку 
из шпата толщиной 6, помещенную между двумя николями, 
установленными на погашение света. Оптическая ось пластинки 
находится под углом 45” к оптическим осям николей. Кроме 
того, пучок проходит через дифракционную решетку с 500 штри- 
хами на | MM и собирающую линзу с фокусным расстоянием 
] м. На белом экране, помещенном в фокальной плоскости, на- 
блюдаются спектры первого порядка дифракции, которые обра- 
зуются вокруг центральной полосы. 

1. На каком расстоянии от центральной полосы будут нахо- 
циться точки Р и Q, в которых фокусируется излучение с дли- 
нами волн A, = 00 мкм и Ao = 0,7 мкм? 

2. В точках Ри О имеются темные полосы, и мы наблюдаем 
сорок одну полосу между этими двумя точками. Какова тол- 
щина шпата? 

3. Рассмотрите белый свет, который, выходя из пластинки 
шпата, не попадает во второй николь. 

а) Каковы длины волн, для которых имеет место линейная 
поляризация? 

6) Каковы длины волн, для которых имеет место круговая 
поляризация? 

Показатели преломления шпата: Mo = 1,658, п. = 1,486. 


РЕШЕНИЕ 


1. Параллельный пучок света, который пересекает по нор- 
мали одноосную двоякопреломляющую пластинку с параллель- 
ными гранями, вырезанную параллельно оси, остается парал- 
лельным и не раздваивается. 
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Действительно, нормали к обыкновенной и необыкновенной 
волнам совпадают внутри кристалла, и в данном случае совпа- 
дают с лучами, так как нормаль к необыкновенной волне нахо- 
дится в экваториальной плоскости эллипсоида показателей пре- 
ломления (фиг. 27.1). Таким образом, свет падает на решетку 
по направлению нормали. Главный максимум в первом порядке 


Оптическая ось 


Фиг. 27.1 





дифракции для излучения с длиной волны A, дифрагированного 
под углом ий к оси, определяется выражением 


-- А, 
sini) =~, 


где 4 — период решетки. В данном случае 4 = 2 мкм и 


-- 0,6 , 
A= 0,6 МКМ, ШИ = > = 0,30, i; => 7927/90”. 
; * of 0,7 af ο / ff 
λ == 0,7 мкм, sind, =~ = 0,35, i, == 20:29 15”. 
Расстояния от этих двух изображений до центрального изобра- 
жения (; = 0) равны соответственно 


r=ftg i,=0,314M, 7=/tgi,=0,373 м. 


Имеются два спектра в первом порядке дифракции, симметрич- 
ных относительно центрального изображения. 

2. Наблюдаемые полосатые спектры возникают благодаря 
изменению разности фаз между колебаниями вдоль главных на- 
правлений, производимыми двоякопреломляющей пластинкой, 
в зависимости от длины волны. Линейно-поляризованное коле- 
бание ОР от первого поляризатора (фиг. 27.2) попадает на шпат 
под углом 45° к осям шпата, одна из которых лежит в направ- 
лении оптической OCH, а другая перпендикулярна ей; линейно- 
поляризованное колебание ОР имеет равные проекции на этих 
осях. После выхода из пластинки колебание, параллельное оси 
и распространяющееся с показателем преломления Me, меньшим, 
чем показатель преломления Πρ колебания, перпендикулярного 
OCH, имеет оптический путь, превьинающий оптический путь 
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колебания, перпендикулярного OCH, на величину 
ὃ --- ο(1ρ — Ην). 


Полученная величина не зависит от длины волны, если пре- 
небречь дисперсией двойного лучепреломления. Это приближе- 
ние, всегда хорошее в рассматриваемой области излучения, за- 
дается формулировкой задачи, которая предусматривает только 





одно значение для показателей преломления. Однако разность 


фаз 
_ 210 __ 2ne ( 
οσα = (в — п. 





изменяется с длиной волны. Интенсивность света, пропущенного 
анализатором, определяется выражением 
— сн? # 
[= 17 -у, (1) 
так как оптические оси шпата находятся под углом 45° к на- 


правлению колебания ОР, пропускаемого поляризатором, скре- 
щенным с анализатором. Интенсивность равна нулю для 


ф=2Кя или е(п— п.) = KA (К — целое число). (2) 


Все длины волн, для которых это соотношение удовлетворяется, 
т. е. те, для которых толщина пластинхи равна толщине одно- 
волновой пластинки, умноженной на А, гасятся, что соответ- 
ствует темным полосам в спектре. 

Чтобы найти толщину пластинки, необходимо знать целое 
число А (или A’) для полосы, создаваемой длиной волны А 
(или ^/). Если имеется сорок одна яркая полоса между этими 
двумя темными полосами, создаваемыми длинами волн ри λ’, 


то 
К =К” + 42. 


Таким образом, 
е (по — п.) == К”А/ =(К”-+ 42)A, 
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следовательно, 
, 0,172 
К’ =e 07 
И . 
42 . 0,6 49.0,6.0,7 
ge = 1096 мкм. 


0,172 (1 — 0,6/0,7) 0,172 0.1 


3. Разность фаз ф изменяется на 2л при переходе от одной 
темной полосы к следующей. Для длин волн, полосы от которых 
лежат между этими полосами, колебание, выходящее из шпата, 
обычно эллиптически поляризовано. Оси эллипса всегда ориен- 
тированы вдоль направления колебания ОР, определяемого по- 
ляризатором, и по направлению нормали OA. 

а) Колебание линейно-поляризовано, если 


5 =Кл ИЛИ + = (2К + 1) = (К — целое число). 

В первом случае мы опять получаем уравнение (2), и колебание, 
параллельное ОР, гасится анализатором. Во втором случае тол- 
щина пластинки равна нечетному числу толщин полуволновой 
пластинки для рассматриваемого излучения; линейно-поляризо- 
ванное колебание параллельно ОА и проходит через анализатор. 
Освещенность спектра максимальна для длин волн, определяе- 
мых соотношением 


е (My — пе) = (2К НП. 


6) Колебание будет поляризованным по кругу при tg φ/2--!, 
так что 


Ф __ кий 
о =(2К + IZ. 


Толщина пластинки равна нечетному числу толщин четверть- 
волновой пластинки. Это имеет место для волн, длины которых 
удовлетворяют соотношению 


ето — п.) = 2(K +1) 4. 


ЗАДАЧА 28 


Двукратное прохождение лучей 
через четвертьволновую пластинку 


Монохроматический световой источник излучает параллель- 
ный пучок, который проходит через поляризационную призму Р. 
Выходящие световые лучи падают перпендикулярно на кристал- 
лическую четвертьволновую пластинку L; (для используемого 
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излучения} и затем отражаются по нормали от поверхности 
идеально отражающего металлического зеркала М (фиг. 28.1). 
Обозначим через α угол, образованный плоскостью главного 
сечения Поляризатора Р и оперекающей оптической осью пла- 
CTHHKH [.1, И через До интенсивность света падающего пучка пе- 
ред прохождением через поляризатор Р. Мы хотим определить: 
Значение интенсивности света / возврашающегося пучка, 
выходящего из поляризатора. Обсудите частные случаи для раз- 
ных значений угла a. 


Е = | 4 

= 

πα Fal 

5 [ГР L, M 
Фиг. 28.1 


2. Если равномерно вращать Р вокруг падающего пучка 
с частотой у(а = 2πνί), то какова будет частота модуляции ν΄ 
пучка /? 

В каждом случае можно пренебречь потерями света за счет 
отражений от стекла. 


РЕШЕНИЕ 


Отражение по нормали от зеркала приводит к фазовому опе- 
рекжению на π для всех линейно-поляризованных колебаний. 
Если рассматривать наиболее общее состояние поляризации све- 
тового колебания — эллиптическую поляризацию, — то можно 


Фиг. 28.9 


сказать, что отражение вызывает фазовое опережение на π для 
обеих эллиптических компонент и, таким образом, вид эллипса 
не изменяется. 

Однако направление распространения света меняется на про- 
тивоположное при отражении, и на пластинку L; попадает эллип- 
тически поляризованное колебание с противоположным по отно- 
шению к предыдущему направлением вращения. 

В целом опыт подобен тому, который изображен на фиг. 98.9. 

Здесь Ри А — параллельные поляризатор и анализатор; 
Γι — четвертьволновая пластинка; Ly — полуволновая пластинка 
с оптическими осями, параллельными осям эллиптически поляри- 
зованного колебания, выходящего из пластинки Ё:. Пластинка 
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Lo, как и зеркало, придает эллийсу противоположное направле- 
ние вращения, но не изменяет направление распространения: 
LL) — четвертьволновая пластинка с оптическими осями, парал- 
лельными оптическим осям [;; / — направление наблюдения. 

1. //инейно-поляризозачное колебание, пропускаемое P, рав- 
но acoswt, где а=4///2. Его компоненты на обтических осях 
пластинки Ly; могут быть записаны слелующим образом: 


на входе и== аС0$ а с0$ &, 2)==asinacos at, 
на выходе Y,—acosacos@, 2, ==asinasinat, 


где α--- угол, который колебание а образует с оперсжающей 
оптической осью у пластички LL). В этом случае получается колс- 
бание с левой эллиптической поляризацей и с осями вдоль 


у и г. Оптические оси пластинки Lo также направлены вдоль 
yu 2. Она преобразует компоненты И и 21 в 
Yo = acosacoso@t, 25 = —asinasinal. 
Пластинка [1 дает 
# f . . ab . 
y =acosacoswt, 2 —=—asinasin (о! “+ 5 } = — asinacos of, 
Анализатор А пропускает компоненты 
y cOSa==acos-acesaft, 2’ δἶπα-ξς: — аз 9 60$ of, 


так что 
α(εοδ-α — sin’ а) cos wf == acos 24 50$ of. 


Интенсивность равна 
[ = — cos? 2α. (1) 


Она достигает своего максимального значения при αΞ-θ ни 
αΞξ- п/2. В обонх случаях линейно-поляризованное колебание, 
направленное вдоль Они Oz, проходит через всю установку. 

Интенсивность равна нулю при @ == л/4. В этом случае свет 
выходит из Ly; как колебание с левой круговой поляризациен 
(согласно принятому празилу). Пласлинка Lo преобразует ero 
в свет с правой круговой поляризацией. Затем при помощи пла- 
стинки Ly он преобразуется в линейно-поляризованное колеба- 
ние. Однако это последнее колебавне перпендикулярно направ- 
лению, пропускаемому ачализатором, который, следовательно, 
его гасит. 

2. Этот результат сразу получается из (1): 


1 
l= >= cos’ 4πνί, 


где v~—4acToTa вращения поляризатора-—анализатора. Следо- 
вательно, частота модуляции равна ν΄ == ὃν. 





ЗАДАЧА 29 ΠΒΟΜΗΟΕ ЛУЧЕПРЕЛОМЛЕНИЕ 129 


ЗАДАЧА 29 


Двоякопреломляющий монохроматор 


Цараллельный пучок света от лампы, наполненной парами 
натрия, проходит сквозь пару поляризатор — анализатор, на- 
правления пропускания которых параллельны и которые разде- 
лены пластинкой из кальцита с параллельными гранями, опти- 
ческая ось которой фиксирована в плоскости граней. Какой 
должна быть минимальная толщина этой пластинки, чтобы толь- 
ко одна из Д-линий натрия, отстоящих на 6А, прошла через 
анализатор с максимальной интенсивностью? Следующая таб- 
лица дает главные значения показателей преломления кальцита 
в области О-линий: 


1, А 5876 5893, 
Np | 48647 1,48641, 
No | 65846 | 65836. 


РЕШЕНИЕ 


Для получения минимума, равного нулю, необходимо, чтобы 
ось пластинки была расположена под углом 45” к главной пло- 
скости поляризаторов. Интенсивность равна 


[ == cos? > е (fly — Ne), 


так как для пластинки, параллельной OCH, главные показатели 
преломления равны Πρ и Me. Чтобы интенсивность при длине 
волны А была максимальной, необходимо выполнение условия 


е (п, — п.) =КА (К — целое число). (1) 
Чтобы она в то Ke время была равна нулю для длины волны 
А’ == A+ 6A, необходимо 
(щи!) =(K+5)V=(K+4) +e, 
HO 
Ny, = Np — 5a, n =n, — ae Oh, 


следовательно, 
е} to — пе — ae) м} =(к+5) 6 -- δλ), 


и, учитывая (1), получаем 


е (по — Ne) - d ftp - Ор _ A+ 6A 
} ry Cla dh | αλ =A 
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Наконец, пренебрегая 6A во втором члене, имеем 


A 1 


= 55 Х Tay — me) А Кап /аА) -- ава | 


При значениях 
- - πο 107* ат _ 6.108 
1, = 5893А, 651 ==6А πρ, αν πττ 


получаем 
ορ]. 108A ~ 1,7 MM. 


Такая установка может эффективно служить для разделения 
компонент дублета натрия. 


ЗАДАЧА 30 


Опыты Френеля и Араго 


1 


Коллиматор с вертикальной щелью и астрономический 
телескоп располагаются таким образом, что их оптические оси 
находятся на одной и той же горизонтали. Оба прибора фокуси- 
руются на бесконечность, и коллиматор освещается монохрома- 
тическим светом с длиной волны 0,54 мкм (зеленая линия ртути). 
Между объективами этих двух приборов перпендикулярно их 
общей оси помещается непрозрачный экран с двумя вертикаль- 
ными окошками F и РЁ”. Окошки имеют одинаковую ширину 
а = | мм, а их центры, расположенные на одной и той же го- 
ризонтали, удалены друг от друга на а = 3 мм. Нарисовать кар- 
типу интерференциопных полос, которая видна в телескопе, и, 
зная, что увеличение телескопа равно 20, найти: 

а) видимый диаметр центрального максимума; 

6) угловое расстояние между двумя последовательными ин- 
терференционными полосами. 


1 


Поляризатор Николя, главное сечение которого вертикально, 
располагается между коллиматором и экраном с окнами. Кроме 
того, имеется прозрачная, легко расщепляющаяся слюдяная пла- 
стинка, два главных показателя преломления которой для зеле- 
HOH линии ртути при пормальном падении для двух взаимно пер- 
пендикулярных колебаний в направлении оптических осей { и 
L” слюдяной пластинки имеют значения 


п. =1,5998, п” == 1,5948. 
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Пусть требуется полуволновая пластинка из этой слюды для 
зеленой линии ртути. Определите ее толщину и покажите, как 
можно проверить то, что отщепленная пластинка является в 
точности полуволновой. 


И 


Из этой полуволновой пластинки вырезаны два образца, 
имеющих форму удлиненных прямоугольников. Большая сто- 
рона АВ одного из этих прямоугольников (ABCD) параллельна 
оптической оси L и большая сторона A’B’ другого (A’B’C’D’) 
составляет угол п/4 с направлением оси L. Эти две пластинки 
помещаются перед непрозрачным экраном, так что их стороны 
АВ и А’В’ вертикальны и каждая из них закрывает одно из 
окон. Объясните, почему при этих условиях интерференционные 
полосы, ранее видимые, теперь полностью исчезают, и пока- 
жите, что для того, чтобы они вновь появились В TOM же месте, 
необходимо установить за окнами соответствующим образом 
ориентированный анализатор Николя. 


IV 


Можно ли, поместив соответствующим образом ориентирован- 
ную, закрывающую все поле тонкую слюдяную пластинку и по- 
ворачивая анализатор Николя, сделать полосы постоянно види- 
мыми, но смещающимися непрерывным образом из-за вращения 
анализатора Николя? 


РЕШЕНИЕ 


] 


Эта задача является видоизменением опытов Френеля и 
Араго по интерференции поляризованного света. 

Полосы Юнга образуются так же, как и в случае естествен- 
ного параллельного монохроматического светового пучка. Угло- 
вое распределение интенсивности света, проходящего через си- 
стему окон, дается обычным выражением 

ο (ла sin i/A | sin? ( ла sini), (1) 


masini/A A 


где / о — интенсивность дифрагированного света вдоль OCH CH- 
стемы, ἵ --- угол отклонения луча от первоначального направле- 
ния в результате дифракции на окнах. Так как увеличение С 
телескопа, сфокусированного на бесконечность, по определению 
равно отношению видимых диаметров объекта, рассматривае- 


132 ЗАДАЧИ ПО ОПТИКЕ ЗАДАЧА 30 


мого через прибор и невооруженным глазом, то для получения 
требуемой величины необходимо всего лишь умножить резуль- 
тат формулы (1) на (0. 

а) Первый множитель в (1), соответствующий дифракции на 
каждой щели, обращается в нуль при значении sind, = A/a. 
Таким образом, угловой диаметр центрального максимума имеет 
величину 

2G sini, = 2G = 40 - PP = 2,184- 107? рад = 1°15” 

6) Угловое расстояние между двумя соседними полосами со- 
ответствует разности между двумя значениями 1, которая обра- 
щает второй член (1) в нуль, а именно Sin! == λ/ά, и в телескопе: 


0,546 


G = 20. 3. 103 


— 0,364. 10? рад 


Таким образом, в центральном дифракционном максимуме 
имеется 2,184/0,364 — 6 интерференционных полос. Так как цен- 


Фиг. 30.1 





д ADA 2 ЗА 
а α α а аа 


тральная полоса соответствует максимуму интенсивности, то 
интенсивность третьей яркой полосы с каждой стороны централь- 
ного максимума при росте угла дифракции Ц убывает по вели- 
чине и ее интенсивность стремится к нулю. Следовательно, 
наблюдается пять интерференционных полос (фиг. 30.1). 

Интенсивность, определяемая вторым множителем в (1), a 
именно 


Al, sin? 2 = 21, (1 — cosq), (2) 


модулируется изменениями первого множителя. 
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И 


Толщина полуволновой пластинки равна 


λ 0,546 


De — A") — 50,005 — 5%,6 мкм. 


c= 
Чтобы проверить это, надо вспомнить, что полуволновая пла- 
стинка преобразует линейно-поляризованное колебание в ли- 
нейно-поляризованное колебание. Помещая ее при любой ориен- 
тации между скрещенными поляризатором и анализатором, мож- 
но добиться затемнения поля при вращении анализатора. Гакая 
процедура не обнаружит различия между пластинкой, дающей 
запаздывание фазы на λ/2, и пластинкой, дающей запаздывание 
фазы на RA/2 (К — целое число), выясняется лишь, что пластин- 
ка полуволновая. 

Для увеличения точности используется четвертьволновый ме- 
тод: угол вращения анализатора, позволяющего получать от 
нулевого пропускания до полного восстановления освещенности, 
равен φ/2 = 90°. 


ill 


Пластинка ABCD не воздействует на ориентацию линейно- 
поляризованного колебания, заданную поляризатором, который 
параллелен оптической оси L. Пластинка А’В’С’Р” поворачивает 
это же колебание на 90°, так как сно ориентировано под углом 
45° к оптической оси Г’. Дифрагированные пучки от этих двух 
щелей состоят, таким образом, из когерентных линейно-поляри- 
зованных колебаний одинаковой амплитуды, но имеющих взаим- 
но перпендикулярную ориентацию. Они суммируются, давая 
эллиптически поляризованные колебания, которые изменяются 
в зависимости от разности фаз, но имеют при этом равномерное 
распределение энергии. Таким образом, более не существует 
интерференционных полос. 

Анализатор пропускает только те линейно-поляризованные 
колебания, которые параллельны направлению его пропускания. 
Эти компоненты, которые имеют, следовательно, одну и ту же 
поляризацию, могут интерферировать. Обозначая через ОУ и 
ΟΥ” (фиг. 30.2) две линейно-поляризованные компоненты, через 
ОА направление пропускания анализатора, которое образует с 
OV угол В, через Ov u Ov’ соответствующие проекпии ΟΥ и ОТ” 
на OA, имеем 


Оу = 4 с0$ В с0$ &, Ov’ =asinfcos (wt — φ), 


где а — общая амплитуда для OV и OV’, ф— их разность фаз, 
которая зависит от угла дифракции. Суммирование Ου и Ου’ 
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дает интенсивность 
[== a’ sin’ В + а? cos? В — 2а? sin В с0$ В cos ф == а? (1 + $128 cos Ф). 
Для восстановления первоначальной системы полос, распреде- 


ление интенсивностей которой определяется выражением (1), не- 
обходимо иметь Sin 2В = 1 и В == 2/4. Тогда амплитуды Ov и Ov’ 


Фиг. 30.2 





будут равны и контрастность полос будет равна единице. Кон- 
трастность равна нулю при В = 0 или В = л/2, так как только 
одно из колебаний, ΟΥ или ΟΥ”, пропускается анализатором и 
интерференции быть не может. 


IV 


Предыдущее обсуждение показывает, что контрастность по- 
лос зависит от азимута В анализатора. Чтобы полосы не зави- 
сели от него, необходимо, чтобы проекции Ov и Ov’ не зависели 
от него, т. е. чтобы колебания ОУ и ΟΥ” были скорее поляризо- 
ванными по кругу, чем линейно-поляризованными. Это можно. 
осуществить, если поместить перед анализатором четвертьволио- 
вую пластинку из слюды с оптической осью под углом 45° к OV 
и ΟΥ’. Два колебания преобразуются в колебания, поляризован- 
ные по кругу с противоположными направлениями вращения и 
той же амплитудой. В любой точке поля одно из них имеет по 
отношению к другому разность фаз $. Однако известно, что 
результирующее колебание в этом случае будет линейно-поля- 
ризованным колебанием с азимутом, равным g/2. Между двумя 
точками поля, где разность фаз изменяется на 2π, линейно-поля- 
ризованное результирующее колебание поворачивается на л, и 
в этих точках затемнение поля будет получено при той же 
ориентации анализатора. Имеется система полос с такими же 
расстояниями между ними, как и для случая естественного 
света. Теперь путем поворота анализатора на угол α гасятся 
все колебания под углом α к вышеуказанным и наблюдается 
непрерывное смещение системы полос. 

Это можно показать более точно посредством расчета. Ком- 
поненты OV на оптических осях OQ и OQ’ четвертьволновой пла- 
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стинки (фиг. 30.3) на выходе равны 


00, = = cos wf, 0Q= = sinot (правая круговая 
поляризация), 


в TO же время компоненты OV’ равны 
OQ; = —= cos (at — φ), ОФ = — = sin (of — φ) (левая круговая 
^/2 ^/2 
поляризация). 


Знаки обусловлены учетом того, что OQ, является опережаю- 
щей оптической осью (осью с меньшим показателем преломле- 


НИЯ). 


Фиг. 30.3 





Пусть 0 будет азимутом анализатора OA по отношению OQ). 
Проекции колебаний на ОА имеют вид 


u а 
—_—— ——- $} =— —_ — 6 , 
= COS wt cos ϐ + V3 sin of sin® V3 cos (at — 0) 





= cos (@f — g) cos 0 — TE sin (of — p)sin® = 


=== cos (wt --- ϕ + 0). 


Это два колебания с одним и тем же направлением и с одной и 
той же амплитудой, они имеют разность фаз (20 — $), интенсив- 
ность результирующего колебания равна 


[ = 247 cos? (6 — 2) . 


Если 0 =0 или Ал, то имеется система полос, представленная 
выражением (1). Если 0 изменяется, то максимумы находятся 
при ϐ = 9/2. 
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ЗАДАЧА 31 


Поляризационный интерферометр. 
Дифференциальный метод 


Луч монохроматического света падает по направлению нор- 
мали на кварцевую пластинку Q; с параллельными гранями и 
толщиной {,. Оптическая ось находится в плоскости рисунка и 


a; 


Фиг, 31.1 





образует угол 45° с нормалью к пластинке (фиг. 31.1). Считается, 
ЧТО Ne = 1,533 и пу == 1,544. 

1. Постройте ход лучей в кристалле. 

2. Рассчитайте расстояние между выходящими лучами в за- 
BHCHMOCTH OT Г, Πε и Πρ. Укажите состояния их поляризации. 


Добавляется вторая кварцевая пластинка Qo, идентичная ΟΙ. 
Грани обеих пластинок параллельны. Пусть α-- угол между 


Ч 


Фиг, 31.2 





(Е) 


плоскостями главных сечений этих двух пластинок (фиг. 31.2). 
Покажите, что в общем случае пластинку (2 покидают четыре 
луча. При a = 0,45, 90, 135 и 180° найдите: 
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относительные положения лучей на экране E (указывая со- 
стояние поляризации каждого луча); 

энергию, переносимую каждым лучом, считая, что энергия 
источника равна единице. 

Далее будем считать, что оси пластинок Q; и О› параллельны. 


И 


Поместите перед пластинкой Q; поляризатор Р, который про- 
пускает только колебания, ориентированные под углом 45° к 
плоскости рисунка. Между Q; и Qo располагается полуволновая 
пластинка, оптические оси которой находятся под углом 45° 
к плоскости рисунка. Нарисуйте ход лучей через систему и ука- 
жите природу колебаний каждого луча. 


ГУ 


Поместите за полуволновой пластинкой прозрачную пла- 
стинку Ё, чтобы вызвать изменения в фазе (фиг. 31.3). Обо- 





L 


значьте через ф разность фаз между лучами Ги 2, смещенными 
на А. Какова природа колебаний, выходящих из 2, в случае, 
когда 


x ο 
ф=0, О<Ф<5, Ф=5, 


5 << л и φς-π2 


№ 


1. Лучи, выходящие. из Qo, можно заставить интерфериро- 
вать. В чем заключается функция поляризатора Р? Какой вклад 
это дает в получение хорошей контрастности? 

2. Система освещается плоской волной Σ, параллельной гра- 
ням кварца. Покажите, что волны, выходящие из Qo, смещены 
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на величину А в поперечном направлении. Будем считать, что 
пластинка Г, вносит фазовый сдвиг своей канавкой шириной а 
(фиг. 31.3}. Определите освещенность в разных областях изо- 
бражения как функцию ф. 


У] 


Вообще говоря, можно обнаружить объекты, вносящие дру- 
гой фазовый сдвиг, и при этом его не измерять. Поместите по- 
зади Qo объектив О, сфокусированный на плоскость пластинки 
L. С работой этого объектива, обладающего заданными харак- 
теристиками, связано действие кварцевых пластинок О; и О. 
таким образом, что промежуток А делается меньше, чем предел 
разрешения объектива О. 

Найдите [, считая, что объектив О имеет численное значение 
апертуры Sin и = 0,2 и используемая длина волны А = 0,5 мкм. 


РЕШЕНИЕ 
] 


1. Построение Гюйгенса 


Волновая поверхность состоит из: 


сферы радиусом 1/1, точка касания которых лежит 
эллипсоида вращения с осями на оси х. 
I /ny, И I /ne, 


Падающая волна делится внутри кристалла на обыкновенную 
волну Хо и необыкновенную волну Σε (фиг. 31.4). Обыкновенная 
волна проходит в том же направлении, а необыкновенная откло- 
няется к оси (в случае кристалла кварца). 

2. Пересечение эллипсоида с плоскостью рисунка дает эл- 
липс, описываемый уравнением 


nex? + ney? ==1. (1) 


Касательная в точке М параллельна биссектрисе угла xOy, и, 
таким образом, dy/dx =: 1. Используя уравнение (1), получаем 


9 
fi, Xx 

0 . 
п, 14 


a 





следовательно, 


= ας -----ᾱ- 
ο = igo 5 (9) 
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Расстояние между двумя выходящими лучами равно 
12 1- ва п? — п 
=I (= a) =I = = [οι 4 
5 т 1— ва —iga п” + п) (4) 


Так как двойное лучепреломление кварца мало, TO можно за- 
писать 
Πρ — Β 9.107? 
A= | 4+ = 1, (5) 
п ],55 

Колебания необыкновенного луча находятся в плоскости глав- 
ного сечения (которое содержит ось и нормаль к входной 
грани). 





ух 7 
| 
| 
| 


М 
DK K й 


-- παπα Ίσα πμ 


Фиг. 31.4 


Колебания обыкновенного луча перпендикулярны плоскости ри- 
сунка (фиг. 31.4). 


И 


Можно видеть, что пластинка @, делит падающее излучение 
на два луча, расположенных в плоскости главного сечения. 


Фиг. 31.5 





Возьмем луч 1, падающий на Qo. Если колебание Ё не совпа- 
лает с оптической осью Qs, TO на выходе будут иметься два 
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параллельных луча в плоскости главного сечения Qe с колеба- 
ниями ЕЁ и ЕО. Подобно этому, разбивается луч 2, и два луча 
несут колебания ОЕ и ОО (фиг. 31.5). 


а ==0 колебания OO и ЕЁ лежат в плоскости рисунка и разделе- 
ны на 2A. Каждый луч переносит энергию !/. 
= 71/4 четыре луча, каждый с энергией '/.. 
а = π/2 два луча, каждый с энергией ‘4. 
а = 31/4 четыре луча, каждый с энергией 1/.. 
= x два совпадающих луча с энергией !/o. 


Эти результаты показаны на фиг. 31.6. 





Фиг. 31.6 


Примечание. Система из двух идентичных пластинок, обра- 
зующих угол a == л/2, называется «пластинкой Савара». 


Колебание, пропущенное поляризатором Р, можно разло- 
жить на два взаимно перпендикулярных колебания Py и Py, 


GE 
Е д Е 


р Р 
7 Pp. (7) VA 





Поляризатор 4; 


Фиг. 31.7 


имеющих одинаковую амплитуду (Фиг. 31.7). В кристалле ©, 
колебание P, относится к обыкновенному лучу, а Р, — к необык- 
новенному. Если не вводится полуволновая пластинка, то полу- 
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чается картина, изображенная Ha фиг. 31.6 (a -- 0). Известно, 
что полуволновая пластинка преобразует линейно-поляризован- 
ное колебание в другое линейно-поляризованное колебание, 
симметричное по отношению к ее оптическим осям; тот луч, ко- 
торый является необыкновенным в Qi, ведет себя (после пово- 
рота на 90°) как обыкновенный в Qe. И наоборот, обыкновен- 
ный луч в О, становится необыкновенным в Qo (фиг. 31.7). Ко- 
лебания E и О при прохождении через ©, получают разность 
фаз, однако EO и OE вновь находятся в фазе после прохожде- 
ния через Qo. 


IV 


На выходе из Qo в общем случае имеется эллиптически поля- 
ризованное колебание (образованное двумя линейно-поляризо- 
ванными колебаниями с разностью фаз $}. Эллипс может быть 
вписан в квадрат, и его оси совпадают с диагоналями квадрата: 


ф=0 линейно-поляризованное колебание. 

0 <ф<л/2 колебание с правой эллиптической поляризацией. 
ф == л/2 колебание с правой круговой поляризацией. 
л/2<‹ф<л колебание с правой эллиптической поляризацией. 
ф = линейно-поляризованное колебапке. 


У 


1. Поляризатор делает колебания когерентными. Необходимо 
добавить анализатор после Qe, чтобы сделать колебания вновь 
параллельными. Контрастность максимальна и равна единице, 
если колебания имеют одинаковую амплитуду, т. е. если направ- 
ление пропускания анализатора находится под углом 45 к пло- 
скости рисунка. 

2. Волна » разбивается на две волны Хо и Xe с разностью 
фаз в продольном и поперечном направлениях. Две волны Хок, 
Sno вновь совпадают и находятся в фазе в результате компенса- 
ции при помощи пластинки Ὁο. Однако если между ©: и Qe вно- 
сится фазовый сдвиг, то наблюдаются два сдвинутых по фазе 
объекта, разделенных промежутком А (фиг. 31.8): 


А > а метод полного разбиения (фиг. 31.9а}, 
А «а дифференциальный метод (фиг. 31.96). 


Разность фаз и, следовательно, освещенность изменяются в раз- 
личных областях изображения. Результаты сведены в табл. 31.1. 

Этот поляризационный интерферометр является интерферо- 
метром с равномерной яркостью. Если используется белый свет, 
то фазовые изменения проявляются в изменении цвета, 
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Габлица 31.1 











Область ] | 2 3 4 5 
Разность фаз 0 Τφ 0 --ϕ 0 
Освещенность ] cos? φ/2 ] cos? φ/2 ] 

Σ τε τε 
5; £5 
al*® 
Ao ly //0οπε Q, Hlocnae L flecae ὤρ 
Фиг. 31.8 





Фиг. 31.9а Фиг, 31.96 


Vi 

Если необходимо обнаружить объекты, вносящие другой фа- 
зовый сдвиг, то используется дифференциальный метод и выби- 
рается разбиение меньшее, чем предел разрешения р объектива. 
Для этого требуется 





А <, (6) 
следовательно, 
п: — п 1,24 
п? -- п) ο δίπμ 
.1.2.0, 
(мкм) <2 2 (7) 


9.1073.2-02 ° 
[< 250 мкм. 
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ЗАДАЧА 32 
Электрическое двойное лучепреломление 


Конденсатор с прямоугольными пластинками А и В длиной [, 
находящимися на расстоянии A (фиг. 32.1), погружен в кювету, 
содержащую сероуглерод при 22°С. Параллельный пучок света 
с длиной волны A (в воздухе) направляется между пластинами 
параллельно их длинной оси. Этот пучок поляризован поляриза- 
тором Р, главное сечение которого образует угол α с плоскостью 
пластинок. Убедивигись в том, что грани кюветы, пересекаемые 
падающим светом, изотропны, к пластинкам А и В приклалы- 
вают потенциалы У! и Vo. Определите ориентацию колебаний и 
эллиптичность света, выходящего из установки. При а = 45° 


ЕЕ] С- 


Фиг. 32.1 


укажите на рисунке точные положения четвертьволновой пла- 
стинки и главного сечения анализатора А, соответствующие пол- 
ному гашению выходящего луча. 

Для расчета примите [ = 20 см и Ай = 4 мм. В качестве V 
и У. возьмите потенциалы ряда последовательно соединенных 
2000 батареек πο 2 В, центральную точку источника напряжения 
заземлите. 

Примечание. Известно, что сероуглерод, помещенный в элек- 
тростатическое поле Fo, ведет себя как положительный одноос- 
ный кристалл с осью, параллельной полю. При 22°С его дву- 
лучепреломление характеризуется разностью зпачений показз- 
телей преломления Пе и Πρ, так что 


Πε — Ny = 3 - 1014 - NEG 


переменные даны в единицах СИ. Пренебрегите влиянием краев 
пластин конденсатора и считайте, что поле равномерпо. 


РЕШЕНИЕ 


Элемент ведет себя как кристаллическая пластинка © плоско- 
параллельными гранями, главные направления которой орненти- 
рованы вдоль направления Ο2 электрического поля (т. ο. по 
нормали к пластинкам конденсатора} и вдоль направления Oy, 
перпендикулярного Oz. Так как кристалл — положительный од- 

' ноосный, то п, > Πρ. Направление необыкновенного колебания 
OZ является запаздывающим. 
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Линейно-поляризованное колебание ОР = sin wf, пропускае- 
мое поляризатором, имеет следующие компоненты вдоль опти- 
ческих осей на входе в элемент: 


1/0 = с0$ @ $1 1, 2,—sinasinal; 
на выходе из элемента: 
/ = 60$ а $11 0, ἆςςίπαςίπ(ωί — ϕ), 
где 
Ф — =x (пе — Πρ). 


Выражение, данное в задаче, позволяет нам рассчитать двойное 
лучепреломление. Поле равно 


V,—V 104 
Е —_- О ЗОНЕ 2 — ———_—_—_—щ 
у h 4.103 


fe — th = 3 «1018. λ« (25. 10°)? 


= 25-10° В/м, 


И 
φ-- SE 31074. 625. 10° =0,075л = 0,236 рад = 13,2. 

Свет, выходящий из элемента, эллиптически поляризован. 
Одна ось эллипса параллельна, а другая перпендикулярна на- 
правлению падающего линей- 
но-поляризованного колебания 
ОР (фиг. 99.2). Имеем sin 28 == 
= sing. Отношение осей эл- 
липса равно 


ἱββ-- ία, 


Tak что 
В = 6,6°, 


Так как направление Oz 
является запаздывающим, то 
мы имеем левую эллиптиче- 
скую поляризацию. 

Фиг. 32.2 Выходящий пучок может 

быть устранен анализатором, 

если пропускаемое им колебание линейно-поляризовано. Чет- 
вертьволновая пластинка может преобразовать эллиптически по- 
ляризованное колебание, выходящее из элемента, в линейно-поля- 
ризованное, если главные направления пластинки ориентированы 
параллельно осям эллипса. Можно сначала установить положе- 
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ние четвертьволновой пластинки перед приложением электриче- 
ского поля, скрестив поляризатор ОР и анализатор ОА, а затем 
ввести четвертьволновую пластинку и вращать 66 до тех пор, 
пока не произойдет гашение. Оптические оси четвертьволновой 
пластинки параллельны ОР и ОА. 

Если опережающая оптическая ось четвертьволновой пла- 
стинки помещается вдоль ОР, то установлено, что компонента 
эллиптического колебания ОР, запаздывающая на π/2 по ΟΤΗΟ- 
шению к компоненте, нормальной к ней, после прохождения 
через четвертьволновую пластинку получит опережение на п/2. 
Тогда колебания, распространяющиеся вдоль ОР и ОА, на- 
ходятся в фазе, и их результирующее колебание ОР’ линейно- 
поляризовано и образует угол В с ОР. Тогда можно добиться 
гашения, устанавливая анализатор сначала Ha OA и затем на 
OA‘, т. е. поворачивая его на угол В в сторону, противополож- 
ную направлению эллиптического вращения. 


ЗАДАЧА 33 
Вращательная способность. Круговой дихроизм 


Используя глаз в качестве детектора, можно изучить поляри- 
зационные состояния плоской монохроматической волны излуче- 
ния паров натрия с Л == 0,589 мкм; волна проходит через кю- 
вету, содержащую жидкость, которая обладает поглощением 
и естественной вращательной способностью. 


a) В первом опыте свет линейно-поляризован поляризатором 
Р (фиг. 33.1) и определяется азимут колебания до и после про- 
хождения через кювету, которая имеет длину 0,5 см. Зная, что 


в “τς 


р C 
Фиг. 33.1 


He 


плоскость колебания повернется для наблюдателя по часовой 
стрелке на угол @ == 1,2°, и имея в виду, что вращательная спо- 
собность объясняется круговым двойным лучепреломлением, оп- 
ределите знак и величину разности показателей преломления 
этой жидкости для света с указанной выше длиной волны, имею- 
щего правую и левую круговую поляризацию. 
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6} Наклон плоскости колебаний определяется при использо- 
вании полузатемненного анализатора, который состоит из полу- 
волновой пластинки L (фиг. 33.1), жестко закрепленной на 
призме Глезебрука А и закрывающей половину светового пучка. 
Направление пропускания этой призмы образует малый угол ¢ 
с оптической осью пластинки L. Система может быть повернута 
на известный угол. Объясните действие установки. 


И 


а) Во второй серии опытов свет поляризован по кругу. Это 
осуществляется путем использования линейного поляризатора 
(например, поляризатора Глезебрука) и четвертьволновой пла- 
стинки с известными оптическими осями. Используя чертеж, по- 
кажите кратко, как можно создать правую и левую круговые 
поляризации света при помощи этой установки. 

6) Какова толщина четвертьволновой пластинки, если она 
вырезана из кристаллической слюды, главные показатели пре- 
ломления которой в плоскости среза равны и = 1,5977 и И’ = 
— 1,5936 для излучения паров натрия? 

в) Зная ответы на предыдущие вопросы, с помощью соот- 
ветствующего детектора для светового потока можно устано- 
вить, что заполненная жидкостью кювета длиной | мм пропус- 
кает часть интенсивности падающего света с левой круговой 
поляризацией, равную 0,520, и что подобная же кювета длиной 
2 мм пропускает часть интенсивности света, равную 0,320. Под- 
считайте коэффициент поглощения Жидкости. Почему необхо- 
димо измерить его для двух значений длины кюветы? 

Повторите этот расчет для света с правой круговой поляри- 
зацией; в этом случае интенсивности пропущенного света равны 
0,503 и 0,301. 

(Вспомните, что для однородного поглощающего вещества 
относительная потеря интенсивности для монохроматического 
светового потока Ё при прохождении через толщину Ах равна 


dF 
——= = Kdx, 


где К — коэффициент поглощения. } 


Ш 


Найдите уменьшение амплитуды колебаний с правой и левой 
круговыми поляризациями, проходящих через кювету с жид- 
костью длиной 05 см. Если жидкость освещается линейно-по- 
ляризованным светом, покажите, что выходящий свет эллипти- 
чески поляризован, и найдите отношение осей. 
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Ιν 


Повторите измерение вращательной способности, проделан- 
ное в I. Теперь, не трогая анализатора, установленного на 
гашение, поместите между кюветой и анализатором четверть- 
волновую пластинку, оптические оси которой параллельны опти- 
ческим осям полуволновой пластинки. Как нужно повернуть 
анализатор, чтобы восстановить затемнение? Объясните ре- 
зультат. 


V 


4 


Абсолютная ошибка в ориентации плоскости колебания, из- 
меренная при помощи анализатора, установленного на гашение, 
и глаза, изменяется пропорционально корню квадратному из 
величины светового потока, получаемого анализатором. Какая 
толщина этой активной поглощающей жидкости сделает относи- 
тельную ошибку минимальной? 


РЕШЕНИЕ 
I 
a) Имеем 
tL 
C= ση (αι =" п,), 


где om измеряется в радианах. Если вращение происходит для 
наблюдателя по часовой стрелке, то быстрее всего в среде рас- 





у { Vy 


Фиг. 33.2 


пространяются колебания с правой круговой поляризацией, 
nh; => ny 
1,2-0,589-1074 _7 
Пр thy == 180.05 — 7.85.10. 

6) Пусть Оуи Oz (фиг. 33.2) — направления оптических осей 
полуволновой пластинки, OA — направление колебания, пропу- 
щенного анализатором, и ОТ, — направление линейно-поляри- 
зованного колебания пучка, падающего на пластинку. Это 
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колебание принимает направление ОУТ., симметричное направле- 
нию OV, относительно Oz для той половины пучка, которая 
падает Ha полуволновую пластинку. Пусть у — угол, образован- 
ный OV, с Oz. Проекции OV, и ОГ. на ОА соответственно равны 


Ov, = ОУ зщ (у +e) и О. = ОУ зщ (у — 8). 


Интенсивности соответствующих двух пучков после прохож- 
дения через анализатор будут иметь вид 


[ιτ 1 31" (уфа) и 15=1Г511?(у— а). 


Они равны, если у ==0, т. е. если направление OV парал- 
лельно Oz. Они малы, так как в — малый угол; это благоприят- 
ное условие для их сравнения при помощи глаза (решение у А 
= m/2 дает слишком большую интенсивность). Тогда можно 
точно определить азимут плоскости колебания ΟΥ до и после 
введения активной жидкости. 


i] 


a) Направление пропускания поляризатора OP ориентиро- 
вано под углом 45° к оптическим осям четвертьволновой пла- 
стинки. Чтобы получить колебание с левой круговой поляриза- 
цией для наблюдателя, который видит свет, выходящий из чет- 
вертьволновой пластинки, «опережающая» оптическая ось, т. е. 
оптическая ось, соответствующая меньшему значению показа- 
теля преломления, должна быть направлена вдоль Оу (п, < 
< nz), и наоборот — для колебания с правой круговой поляри- 
зацией. 

6) Для четвертьволновой пластинки толщиной | 
[(п— п’) = 4, 
ИЛИ 
0,589 


— 4(1,5977 — 1,5936) — 36 мкм, 


l 


что можно легко получить из слюды из-за простоты среза. 
в} Выражая коэффициент поглощения К в ΕΜ, имеем 
для кюветы длиной | мм Ё\/ЁКо = Аехр (—0,1K), 
для кюветы длиной 2 мм Р5/Ро = Аехр (—0,2К}, 
где Ро — падающий поток, А — постоянный коэффициент, кото- 


рый зависит от кюветы и учитывает в особенности потери при 
отражении от граней. Следовательно, 


Е 
=_= exp (—0,1К). 
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Для света с левой круговой поляризацией: 


exp(—0,1K)) = Sosy = 0,615, 


— 01K, = 2,31n 0,615 = 2,3 (—0,21112) = — 0,4856, 
κι = 4,86 cm |, 


Для света с правой круговой поляризацией: 


CADP (—0,1K,) — ae — 0,599, 


—0,1К, = 2,3 1 0,599 = 2,3 (—0,22257) = — 0,519, 
К, = 5,12 см- 1. 


Именно для того, чтобы исключить влияние кюветы, учиты- 
ваемое коэффициентом A, требуется сделать два измерения 
с разной толщиной кюветы. 


Ш 


Интенсивность монохроматического светового колебания про- 
порциональна квадрату амплитуды, а коэффициент поглощения 
для последней равен К/2. Отсюда получаем значения коэффи- 
циентов уменьшения амплитуды при прохождении через слой 
толщиной 0,5 см: 

для колебания с левой круговой поляризацией: 


exp (—4,836.0,5.0,5) = exp (—1,200) = 0,3012. 
для колебания с правой круговой поляризацией: 
ехр (—5,12. 0,0 .0,5) == exp (—1,280) = 0,2791. 


Результирующим колебанием для двух колебаний с полярн- 
зацией по кругу с одинаковой амплитудой и противоположным 
направлением врашения будет линейно-поляризованпое колеба- 
ние. Для двух колебаний с противоположным направлением вра- 
щения Ἡ с неодинаковой амплитудой результирующим будет 
эллиптически поляризованное колебание. Чтобы убедиться в 
этом, надо описать колебания © поляризацией по кругу госле 
прохождения через среду по отношению к двум взаимно пер- 
пендикулярным осям общего вида Оу и Oz. Колебание с левой 
круговой поляризацией, например, определяется выражениями 


1 = CG cos at, 21 == Csinat, 
и колебание с правой круговой поляризацией 


y-= Dcos(ot—), =, = О зш (®Ё — $), 
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где ф= 29, α-- угол вращения. По отношению к осям ΟΥ 
и OZ, с которыми оси Оу и Oz образуют угол a, уравнения 
принимают вид 


У, =С со$ (в — а), 2, = @зш (в в) 
Y.=Dcos(ot—a), Z,=— Dsin(ot — а). 


Результирующие компоненты колебаний, поляризованных πο 
кругу, описываются выражениями 


У = У, -- У, = (@ + О) соз (wt — а), 
=, -- 2; = (< — D)sin(ot — а). 


Это уравнения эллинса по отношению к его осям. Оси соот- 
ветственно равны 2(G +0) и2(@— 9). Колебания будут иметь 
левую поляризацию, если @ — О >> 0, 
и правую, если а— κο. Эллипс 
описывается в направлении вращения 
того колебания с круговой поляриза- 
цией, которое меньше поглощается. 

Отношение осей эллипса равно 


G—D 0,3012 — 0,2791 _ 
GED — ‘оз 09791 = 0,0381. 


Можно получить тот же результат 





UN при помощи геометрического рассмо- 
`----=7 трения. Два колебания с круговой по- 
Фиг. 33.3 ляризацией могут быть представлены 


в каждый момент времени векторами 
Ор = р и ОС = С, которые вращаются вокруг точки О, обра- 
зуя равные углы с ΟΥ (фиг. 33.3). Построим результирующий 
вектор OR для ОС и OD, затем проведем через К параллели 
относительно ОУ и OZ, которые пересекут ОС в точках М и №. 
Находим, что GN = GR = OD. Точка № описывает окружность 
радиусом D-+G, а точка М — окружность радиусом Д— ᾱ. 
Геометрическое место точек К получается, если рассмотреть эти 
две концентрические окружности, вращающийся радиус ОМ 
и параллели относительно ОУ и OZ, проведенные через те точки, 
в которых он пересекает эти две окружности. Это одно опре- 
деление эллипса. 

Заметим, что эллиптически поляризованное колебание полу- 
чается в этом случае при помощи совсем другого механизма, чем 
линейное двойное лучепреломление. В последнем случае эллип- 
тичность колебания изменяется с углом наклона плоскости па- 
дающего колебания по отношению к оптическим осям двояко- 
преломляющей системы. В данном случае вид эллипса не зави- 
CHT от угла наклона плоскости начального колебания, так как 
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в жидкости, к которой не приложено электрическое поле, нет 
оптических осей. Вращательная способность жидкости обуслов- 
ливает поворот эллиптически поляризованного колебания на 
угол α, не зависящий от ориентации эллипса. 


ГУ 


Четвертьволновая пластинка расположена так, что ее опти- 
ческие оси параллельны осям эллиптически поляризованного 
колебания, выходящего из кюветы, поскольку анализатор, уста- 
новленный на минимальное пропускание, расположен вдоль 
большей оси эллипса и поскольку эта ось параллельна одной из 
оптических осей полуволновой пластинки. Четвертьволновая 
пластинка преобразует эллиптически поляризованный свет в ли- 
нейно-поляризованный, который образует угол В с ее оптиче- 
CKHMH OCHMH, Tak что | 


tg B= 25 Ав = 0,0330 =>. 


Угол В отсчитывается для наблюдателя по часовой стрелке, 
если опережающая оптическая ось четвертьволновон пластинки 
совпадает с большей осью эллипса. 


V 


Абсолютная ошибка ε в ориентации плоскости колебания 
равна 
ε--ζσνΕ (C=const). 


Относительная ошибка равна e/a. Однако a == Al (А = const} 
и Р = Foexp(—A€l). Отсюда 


в  CVFo | exp(— К//2) 
a A Г у 
Это выражение как функция { минимально для 
КГ me pe | 
7 == |) откуда l= к 5 — 0,4 см. 


ЗАДАЧА 34 
Эффект Фарадея 


Между двумя поляризаторами Р и Р’ (фиг. 34.1), установ- 
ленными так, что направление пропускания Р’ образует угол 
+-45° с направлением пропускания Р для наблюдателя, находя- 
щегося в точке О, помещена трубка С с сероуглеродом длиной 


192 ЗАДАЧИ ПО ОПТИКЕ ЗАДАЧА 34 


0,2 м в однородном магнитном поле В, направленном парал- 
лельно оси трубки. Какими должны быть направление и мини- 
мальное значение В, для того чтобы максимальный поток, выхо- 
‚дящий из точки S, достигал точки О? Что произойдет, если по- 






(или В) 
|. 
M, 


Фиг. 34.1 


менять местами положения точек S и О без прочих изменений 
в установке? 
Постоянная Верде для CS» равна 42.103 мин/Т.м. 


Точки S и О заменяются теперь двумя идентичными телами 
А и В соответственно; при этом описанная выше эксперимен- 
тальная установка позволяет работать в адиабатическом ре- 
жиме. Поляризаторами Ри Р”’ являются двоякопреломляющие 
призмы, которые исключают второй пучок за счет полного внут- 
реннего отражения (призма Николя, призма Глезебрука ит. д.). 
Этот пучок отражается по нормали от идеальных зеркал Μι, Λο, 
М; и Λο. Исследуя поляризационные состояния всех пучков, по- 
кажите, что обмен энергией излучения между А и В не изменит 
однажды установленного температурного равповесия. 


РЕШЕНИЕ 
| 


Угол поворота плоскости поляризации при эффекте Фарадея 
должен составлять --45° для наблюдателя. Направление враще- 
ния плоскости поляризации будет тем же, что и направление 
тока, создающего поле В. Чтобы вращение происходило в пра- 
вую сторону для наблюдателя, расположенного в точке О, акси- 
альный вектор В должен быть в общепринятом смысле направ- 
лен от точки О к точке 5. 

Угол поворота плоскости поляризации, согласно выражению 
Верде, равен 

о == Bl. 


Отсюда в единицах СИ 
Ba 2 —=__ 460 —( 1986 Т. 
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Tipu эффекте Фарадея всегда сохраняется неизменным направ- 
ление вращения генератора тока, создающего поле В. Направ- 
ление вращения плоскости поляризации для наблюдателя при 
эффекте Фарадея меняется, если поменять местами положения 
источника и наблюдателя. Тогда линейно-поляризованный свет, 
образуемый поляризатором Р’, окажется перпендикулярным на- 
правлению пропускания поляризатора Р, и свет не будет про- 
ХОДИТЬ. | 
Эта установка образует оптический вентиль; свет свободно 
проходит в направлении SO, но задерживается в направлении 


OS. 


Если учесть лишь результаты I, а также то, что тело В πο- 
лучает половину потока Ф, который тело А передает поляри- 
затору Р (другая половина исключается при полном отраже- 
нии), тогда как A не получает половину потока Ф, испущенного 
телом В и проходящего через Р’ (другая половина полностью 
отражается), то вопреки второму закону термодинамики тепло- 
вое равновесие нарушается. Это парадокс Вейна. Для пол- 
ноты картины следует учесть наличие зеркал, тогда тело А «чув- 
ствует» поток Ф/2, который оно излучает и который отражается 
от M,. Подобно этому, тело В «чувствует» поток Ф/2, который 
оно передает зеркалу Μι, после полного отражения BP’, Другая 
половина потока, которая содержит световое колебание Ев, про- 





Фиг. 34.2 


ходящее через поляризатор Β΄ απ трубку С (фиг. 34.2) (свето- 
вое колебание на выходе из С будет Ев), полностью отражается 
в Р, затем в Mo, затем опять в Р и возвращается в В. Но на 
выходе из трубки ориентация колебания Ев перпендикулярна 
Ев. Тогда пучок Ев отражается в Р”, затем в Λο, затем в Р” 
и возвращается в поляризатор Р, который пропускает его, так 
как колебание теперь имеет ориентацию Е’. Тогда тело А нако- 


нец получает поток Ф/2, выходящий из тела В и пропускаемый 
через Р”. 


ДИФРАКЦИЯ 


ЗАДАЧА 35 


Дифракция на большом расстоянии 


Рассмотрим установку, представленную на фиг. 35.1. Она со- 
стоит из центрально-симметричной системы двух линз L, и Ly 
с одинаковыми фокусными расстояниями {. Изображение све- 
тящегося объекта, помещенного в фокальной плоскости πι линзы 
Ly, образуется в фокальной плоскости ло линзы Lo. 

Источник излучает монохроматическое излучение с длиной 
ВОЛНЫ A. 

Между линзами L; и Ly помещается прямоугольная щель ши- 
риной а и высотой b (65 > а). Центр щели совпадает с оптиче- 


J 7 
(72) 6 


Фиг. 35.1 


ской осью системы. Координаты точки в плоскости зрачка обо- 
значаются через х и η. 

1. Рассмотрите последовательно случаи с различными типами 
объекта: 

а) безразмерная точка, помещенная в фокусе линзы Ly; 

6) малый бесконечно тонкий отрезок линии, проходящий че- 
рез А; и параллельный краям дифракционной щели. 

В обоих случаях кратко опишите изображение. Найдите рас- 
пределение освещенности в плоскости πο, каждая точка KOTOPOH 
описывается координатами & и η. Дайте графический вид этого 
распределения вдоль оси Fé (Используйте освещенность как 
ординату и вдоль абсциссы отложите и = ($11) /А, где Е — угол, 
который дифрагирующий луч образует с нормалью к плоскости 
зрачка.) 
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2. Геперь объект представляет собой набор из пяти светя- 
щихся линий, параллельных друг другу и дифракционной щели. 
Эти линии отстоят друг от друга на одинаковых расстояниях 
(период 4), размер объекта считается очень большим. 

Каково минимальное значение d, для которого изображение 
имеет периодическую структуру: 

а) если излучение объекта совершенно некогерентно? Вспом- 
ните, что 


| | , 
ГЕ = = one μα, 


6) если освещение когерентно? 

Численный пример: а = ὃ MM; | =1м; А == 0,5 мкм. 

Вопрос 2,6 трудно решить, если не использовать преобразо- 
вание Фурье. 


Точечный источник вновь помещается в точке fy, а в плос- 
кости ХОу последовательно помещаются различные решетки 
с периодом р. 

1. Решетка состоит из бесконечно тонких прямых штрихов, 
параллельных Oy и разделенных непрозрачными интервалами 
шириной р. 

а) Найдите распределение освещенности в плоскости πο. 

6) Представьте графически распределение света в зависи- 
мости от и = (31 й)/^. Рассмотрите случаи, когда дифракцион- 
ная решетка имеет бесконечную ширину и затем конечную ши- 
puny L. 

2. Штрихи решетки параллельны Oy, HO теперь прозрачные 
и непрозрачные интервалы имеют одинаковую ширину p/2. Or- 
ветьте на прежние вопросы. 

3. Рассмотрите синусоидальную решетку. Амплитуда света, 
проходящего в точке Р(х, и) зрачка, ‘имеет вид 


# (x) =cos = 





Пропускание постоянно вдоль линий, параллельных Оу. Как 
и в прежних вопросах, определите распределение освещенности 
и изобразите его графически. 
1 Численный пример: p==2 мкм; А = 0,5 мкм; L == со, затем 
— |0 см. 
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РЕШЕНИЕ 


Г. Дифракция от щели 


Так как щель длинная и узкая, то она дает дифракционную 
картину только в плоскостях, параллельных хОг. Решая эту за- 
дачу, сведем ее к одномерной задаче, когда остаются только 
переменные x и &. 

1. а) Гочечный источник. Если зрачок очень велик, то диф- 
ракции не происходит и в fy (точка, сопряженная РЁ!) обра- 
зуется одно изображение, идентичное объекту. 

Введение зрачка приводит к растягиванию изображения, 
центр которого, однако, остается на геометрическом изображе- 
нии Ро. Tak как зрачок есть щель, параллельная Oy, то изобра- 
жение растягивается вдоль линии РЁ (приложение A, 111,1). 

Расчет устанавливает этот результат. 

Во всех задачах мы будем нормировать результаты, т. е. 
положим максимум интенсивности равным единице. Таким οὔ- 
разом, 





sin mua Ἀ Sin 
I (uv) (πας) , где uw ο” (1) 


Изображение образовано из ряда малых освещенных участков, 
расположенных вдоль ЁР.= (фиг. 35.2, а). 

Изменение освещенности показано па фиг. 39.2, 6. 

Центральная яркая область в два раза шире (2/a), чем дру- 
гие боковые полосы. | 

6) Объектом является очень тонкая яркая линия. В этой 
задаче не определены степени пространственной когерентности 
светового источника. Одпако результат будет одиим и тем же BO 
всех случаях. Линию можно себе представить состоящей из ряда 
светящихся точек 710, M1, ..., Mn (фиг. 35.3). Каждая из этих 
точек образует линию дифракции с центром на геометрическом 
пзображении точки и параллельную Οξ (фиг. 35.4). 

Так как геометрическое место точек дифракциопной картины 
лежит в плоскостях, параллельных &Р2ё, то вдоль Foy не может 
быть никакой интерференции. Если источник состоит из коротких 
светящихся отрезков линии, то образованные полосы парал- 
лельны Оу (фиг. 35.5). Высота этих полос равна высоте линей- 
чатого источника, Так как в этом случае увеличение равно 
единице. 

Распределение освещенности вдоль любой линии, параллель- 
ной ОЕ, To же самое, что и рассчитанное выше. 

2. Объектом является решетка с периодом 4. 

а) Некогерентное освещение. Каждая щель образует систему 
полос, идентичную предыдущей, с центром на ее геометрическом 
изображении. Tak как линейчатые источники некогерентны, TO 
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a 
Фиг. 35.2 
А 
A 4 
Ту А Mn 
Mp , 
Mg ° 7, ; 2 mM; 
0 G 
2 
L, L, 
Our. 35.3 Фиг. 35.4 
Ки) 
В 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
“Llp τρ ο τα +2 и 


Фиг. 39.5 Фиг. 35.6 
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мы должны рассматривать интенсивность, создаваемую каждым 
из них, и затем взять сумму этих интенсивностей. 

Для простоты будем считать, что дифракционная картина, 
образованная каждой щелью, ограничивается центральной поло- 
сой, Которая имеет центр на геометрическом изображении щели. 

Распределение освещенности показано на 
Tu). фиг. 35.6, где Up равно отношению ἆ/Γλ. 

Нетрудно видеть, что если Я уменьша- 
ется, То в конце концов создается положе- 
ние, когда решетка перестает разрешать. 

Если в качестве критерия разрешения 
принять случай, когда дифракционный мак- 
CHMYM OT источника-щели совпадает с 
первым минимумом дифракционного изо- 
бражения от соседней щели, то получим 
(фиг. 35.7) 





d 
=. (2) 





Следовательно, 
Г 
мин А, — 9 (2a) 


a 


Фиг. 35.7 


В действительности, если принять во внимание вторичные макси- 
мумы, найдем 


Гиакс == [ (0), 


9 5 (3) 
lan =2 {I (ar) + 1 ας) +1 (=) + ...}. 
Уравнение (1) дает 
[макс == I, 
| | | 
len =2 | aoe + oa + eee + +: | (4) 
8 | | 8 л? 
Laon =a [9 tae +... | ae el = ]ωκο 
Для и = и изображение не контрастно. 
Периодическая структура появляется только для 
и> Ud, 
а> ^^. ©) 


Численный пример: 
4 (мкм) = 0,5.-5_, | 
4 > 0,1 мм. 


a 
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6) Когерентное освещение. Теперь необходимо просуммиро- 
вать амплитуды, а не интенсивности. Вдоль Fen нет интерферен- 
ции, она наблюдается только вдоль Fo. 


|. Дифракция на решетке 


1. Решетка с тонкими щелями 


а) Решетка шириной L. Каждая бесконечно тонкая щель 
дифрагирует лучи равномерно в пространстве. 

Как и прежде, поскольку щели параллельны Су, дифрак- 
ция наблюдается только в плоскостях, параллельных ΧΟ2. 





/ 1 π- о. - - 
_ 1 
и | a 
ы - - = - = = ™ ” . р ti 
~ αι ο... iy — ~ 
| δ 
| 
( 
7 2 $ 
р р p .. 
A 2a ‚ЗА. sini 
р р р 
-2л +47 +бх _® 
-1 0 +f +2 +5 _k 
Фиг. 35.8 


Кроме того, в случае точечного источника дифракционное изо- 
бражение имеет центр на геометрическом изображении Fo и рас- 
тянуто вдоль Γοξ. 


В случае № дифракционных щелей распределение интенсив- 
ности имеет вид 


+ sin №лир \2 
Г = AW A (и) = (πρ). (6) 
Из (6) можно установить положение спектров, которые эквиди- 
стантны с периодом Au = р. 

Их ширина равна би == 1/№р. Число спектров ограничено 
условием sini << 1, которое в данном случае проявляется как 
[kl < 4. Гаким образом, имеются семь видимых спектров с оди- 
наковой интенсивностью. 
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На фиг. 35.8, а показано изменение интенсивности в плоско- 
сти изображения. Переменные и = (sini)/A, зть ф и порядок 
интерференции А приводятся под каждым. максимумом на рни- 
сунке. 





Ки) 
1 < 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
α | \ 
| \ 
\ 
| \ 
\ 
\ . 
na nt Le a | ar Sint iy 
Γης .. 
` . 
\ 
\ | 
\ 
\ | 
| \ | 
| \ 
\ 
\ . 
\ : 
SA a ee Sin ἕ 


I ic π πμ ААА 
ДИ И И МИНИ 


Фиг. 35.9 


Примечание. Используя в данном случае термин «спектр», 
мы не имеем в виду наличие цветного спектра, так как приме- 
няется монохроматический свет; этот термин относится к мак- 
симумам интенсивности в дифракционной картине: 

6) Бесконечная решетка. Ширина спектра би = 1/№р умень- 
шается по мере увеличения №. Для бесконечного числа М№ изо- 
бражение состоит из ряда ярких точек на оси FoE (фиг. 35.8, 6). 

2. Решетка Фуко (период р, ширина щелей p/2), 
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а) Зрачок из Ν щелей. Дифракционная амплитуда от ‘одной 
щели под углом и определяется как 


ορ зтли(р/2) 
Αρ (и) — 2 пи(р!9) “ (7) 


Интенсивность дифракции на решетке под углом и равна 


р sin (лир/2) | ( sin №лир 
(и) = | лир/2 зш лир /° (8) 
дифракционный интерференционный 
член член 


Результаты показаны на фиг. 35.9, а. Спектры четного порядка 
исчезают, и остаются только спектры порядков 0, +1, +3. Рас- 
пределение интенсивности на дифракционной картине всегда 
имеет место вдоль Γοξ, так как мы имеем дело с точечным ис- 
точником и одномерным зрачком. 

6} Бесконечная решетка. Ход рассуждения такой же, как и 
в предыдущем случае. Вдоль оси находятся пять точек неравной 
интенсивности (фиг. 35.9, 6). 

Итак, характеристики решетки приведут к следующим осо- 
бенностям в изображении. 

Ширина щелей определяет величину модуляции. Если щели 
обладают конечной шириной (как обычно бывает на практике), 
то спектры не имеют одинаковой интенсивности. Определенные 
порядки. могут даже исчезнуть. 

Период решетки определяет положение спектров. Они экви- 
дистантны в пространстве и с периодом Au = 1/р. 

Ширина решетки характеризует ширину спектров (би = 
— 1/Np = 1/1). 

3. Синусоидальная решетка. 

a) Решетка шириной L. Амплитуда света, дифрагированного 

под углом и, определяется выражением 


+L/2 +L/2 
А (и) = | Ё (x) ef2™4* dx = \ cos 2л = elenux dy, (9} 
—212 —L/2 
Примем 
#1 — — (10} 


0 


i 


Предыдущий интеграл записывается в виде 


т. ... 
А (и) =5 \ οἶσπ (UTU)X Jy - о \ ef 2m (Uti) x fy: (11> 
— £f/2 — [1/2 
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таким образом, 


_ 1 зшл (ει + 111) L sina (u— uj) 1, 
Au)=5L| дни) L + лиф u,) L |. (12) 
Tak Kak Р много больше чем р, TO 
] I 
т®ь 
ИЛИ 
I 
т. >> Uy. 


Два спектра, показанные Ha фиг. 35.10, a, практически не имеют 
ни одной общей точки. 


I(t) 
rae 


—= ee ee — ee eee --- αι =_= 2 


Фиг. 35.10 ° 


Таким образом, можно написать для нормированной интен- 
CHBHOCTH света 


[зп и μι) Гали ЕТ 
iw) =| (η αι) L | +| пи — uy) L |. (13) 


Изменение интенсивности изображается двумя кривыми, анало- 
гичными представленным на фиг. 35.2, 6, но смещенными на 21]. 
Изображение на оси & состоит из двух спектров, разделен- 
ных промежутком Au = 2u, = 2/р и имеющих ширину би == 1/1, 
Обнаруживаются только спектры порядков +1 и -1 
(фиг. 35.10, а). 

6) Бесконечная решетка. Изображение сводится к двум яр- 
ким точкам, расположенным Ha оси & симметрично по отношению 
к Ро, на расстоянии Au = 2/p (фиг. 95.10, 6) друг от друга. 

Все эти задачи можно решить более просто, используя пре- 
образование Фурье. 
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1. Зрачок-щель 


1. а) Когерентное освещение. Так как источником является 
безразмерная точка, помещенная в фокусе линзы Ly, то щель 
освещается плоской волной, фронт которой параллелен плоско- 
сти зрачка. 

Дифракционная амплитуда есть преобразование Фурье для 
амплитудного распределения света на зрачке (см. приложе- 
ние А, ΠΤΙ, 1), а именно 

Sin πια 
A(u) =F (и) = ar 

6) Объектом является очень тонкая яркая линия. Распреде- 
ление А (и) сохраняет прежнее значение. 

2. Объектом является решетка. а) Некогерентное освещение 
объекта. Обозначения. Обозначим через М точку на плоскости 
объекта и через M’ точку на плоскости изображения. Кроме 
того, будем рассматривать этот вопрос в предположении, что 
плоскость объекта и плоскость изображения совпадают (при 
расчете разделение этих плоскостей в явном виде не прояв- 
ляется). Следовательно, вектор М — М” будет представлен век- 
тором, соединяющим точку М’ в геометрическом изображении 
с точкой M, (Точка М обозначает вектор РМ или Р.М, а P— 
вектор ΟΡ.) 

Каждая точка М объекта образует дифракционную картину 
с центром на геометрическом изображении точки М (которое 
мы теперь также обозначим М). 

Так как дифракционные изображения не имеют определен- 
ных фазовых соотношений, то в плоскости изображения интен- 
сивности складываются. 

Если функция О(М) представляет собой распределение ин- 
тенсивности в плоскости объекта, то интенсивность изображения 
в точке M’ определяется выражением 


(М) = \ O(M)D(M’ — мам, (14) 
объект 


где D(M’— М) =|А(М’— М) |2 есть распределение интенсив- 
ности в дифракционном пятне, полученное с этим зрачком. Если 


(М) — i (P), 
O(M) —~ 0(P), (15) 


D(M)——d(P), 


ΤΟ Теорема Парсеваля позволяет осуществить преобразование 
свертки (14) в произведение 


i(P)=0(P)-d(P). (16) 
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Мы вернемся в тексте к специальному случаю, когда зрачок 
представляет собой тонкую щель, параллельную Oy, и дает диф- 
ракционную картину только вдоль плоскостей, параллельных 
Роб. Единственными переменными, с которыми нам придется 
иметь дело, являются х нии’. 

Таким образом, 


Ги’) = \ ош) θα — ца ((7) 


i (x) =о(х) +d (x). (18) 


Теперь последовательно определим функции ο(χ), d(x) и 3a- 
тем 1(х). 

a) Вычисление функции o(x). Распределение интенсивности 
в плоскости объекта имеет вид 


О (и) = Σ 6 (и — пи). (19) 


Это «ряд Дирака» с периодом ив. 
Преобразование Фурье для «ряда Дирака» с периодом Up 
есть «ряд Дирака» с периодом 1/1. Имеем 


о (x) = у d(x-+). (20) 


tL == — 00 


В) Вычисление d(x). Мы считаем, что 


Ὀ (и) = А (в) А” (и). (21) 
Однако здесь A (и) — реальная функция и 
D (и) = [А (в). (22) 
Теорема взаимности Парсеваля позволяет написать 
+ 00 
d(x)= \ КОН - ах, (23) 


— 0O 


где d(x)— автокорреляционная функция пропускательной спо- 
собности зрачка (для амплитуды). 

Так как 7/(X)— «прямоугольная» функция, то свертка равна 
общей площади двух прямоугольников, смещенных на Х (см. 
приложение А, В, ITI). | 

Возможно несколько случаев в зависимости значения и. 


а 


Но 


(фиг. 35,11, а). 
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Имеем {(1) = 0(х)4(х) = 6(х). Только основная частота про- 
ходит через щель. 


Ци) 





| 

| 

| 
1 
Up 


Фиг. 35.1] 


-—-й i ++ 


Находим 


I (u’) =F. T.[8(x)], так что Г(и’) ==1 (фиг. 35.11, 6). (4) 
Плоскость изображения равномерно освещена. 


—- <а (фиг. 35.12, а). 








В дополнение к основной частоте проходит и определенное 
количество других пространственных частот. Они всегда ослаб- 


(x) 





/ 
| 
{ 
va 
_» tL: ὂ 1 0 Up 
a Up typ +9 
a у] 
Фиг. 35.12 


лены функцией d(x). Чтобы убедиться в справедливости этих 
представлений, рассмотрим пример, представленный Ha 


фиг. 35.12. Находим 
а + C[8(x+——) +8(x-—+)], (25) 


I 
Ally ° 


PLC 





C=1— 
Отсюда получаем 
/ (и’) — 1 -- С [οσα ων 4. ο” πα ο]. 


Г(и’) =1--2С cos ол. . (26) 
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Так как I/ug меньше чем а, то изображение имеет периодиче- 
скую структуру (фиг. 35.12, 6). 
Таким образом, решетка разрешает для значений 


| i 
πο -ᾱ, т.е. длЯ d>h—. 


Примечание. Видно, что для значений Up, больших чем 1/а, 
изображение не всегда соответствует объекту. Действительно, 
даже если все пространственные частоты проходят, то их ампли- 
туды модулируются функцией d(x). Только основная частота He 
подвергается воздействию. 

6) Когерентное освещение объекта. Здесь необходимо учесть 
фазовые соотношения, которые сущесгвуют между различными 
амплитудами света, проходящего от точек на объекте до пло- 
скости изображения. Для этого нужно оценить интеграл 


Е(М)=\9 › (М) A(M’ — М)амМ, (97) 


где E(M’)— результирующая амплитуда в точке ΔΙ’. 
Примем 


ϱ) (М) — распределение амплитуд в плоскости объекта; 
A(M) — распределение амплитуд в дифракционном пятне. 


Если , 
Е, г. 
Q(M) — о (P), 


A(M) = (2), (28) 
Е, Т. 
Е (М) ->е (Р), 


то теорема Парсеваля приводит к 


е (Р) = (Р) Τά”. (29) 
Задача всегда одномерна, и, таким образом, имеем 
свертку 
Е (ια) = | О (1) (1 — u) du (90) 
и произведение 
е(х) = (x) + 7 (x). (31) 


Возьмем произведение функций w(x) и /(x) и обозначим его 
через e(x) (фиг. 35.13, а). 
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Получаем следующие результаты: 
При 1/ио > а/2 проходит только основная частота. 
Е(и’) =1. Амплитуда постоянна в плоскости изобра- 
жения. 
При 1/1 < а/2 проходят основная частота и некото- 
рые гармоники. 


2(х) 








Фиг. 35.13 


В примере, представленном на фиг. 35.13, а, имеем 


1 ] 
е(х) = 8 (x) +(x -——) +8(4 το). (32) 
Следовательно, 
E(u!) = 1 -- обе 4 оли’ | 4+ 20521. — (33) 
0 


Кривые на фиг. 35.13, а и 35.13,6 характеризуют значения ам- 
плитуды и соответствующей интенсивности. 

Изображение имеет тот же период, что и объект, но между 
главными ΜΑΚΟΗΜΥΜΑΜΗ появляются вторичные максимумы. 
В итоге, когда 1/0 меньше чем а/2, распределение света в изо- 
бражении становится периодическим и решетка разрешает это, 
изображение. Чем больше пространственных частот проходит 
через щель, тем больше сходство между изображением и объек- 
том. В любом случае изображение не будет идентичным объекту, 
так как ширина зрачка конечна. 
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Заключение. Сравнивая результаты для когерентного и не- 
когерентного освещения, находим, что в каждом случае объект 
разрешается при следующих граничных значениях Uo: 


объект — источник некогерентного света, [1/10 < а, 
объект — источник когерентного света, 1/1 < dp. 


Кроме того, находим: 


резрешение увеличивается с шириной апертуры, 
разрешение лучше в некогерентном, чем в когерентном 
свете (отношение равно 2). 


Примечание. Микроскоп — оптический прибор, который поз- 
воляет в болышой степени изменять когерентность освещения. 
Действительно, оператор, работающий с микроскопом, может 
регулировать величину апертуры конденсора (закрытый конден- 
сор —> когерентное освещение, открытый конденсор —+ некогерент- 
ное освещение). Известно, что можно улучшить разрешение, 
используя по возможности наиболее некогерентный свет. 


Il. Решетка 


Так как источник — фиксированная точка, то переменную и” 
больше вводить не надо. Можно иметь дело только с сопряжен- 
ными переменными х и и. 


А. Решетка с конечной шириной (см. приложение А). 


Прозрачность (по амплитуде) зрачка характеризуется вели- 
ЧИНОЙ 


g (x) =f (х) F(x), (34) 


где A(x) — амплитуда света, пропущенного бесконечной решет- 
кой, [(х)— амплитуда света, пропущенного щелью шириной L. 
Амплитуда света, дифрагированного под углом и, задается та- 
кой функцией С (и), что 


@ (и) =A (и) ® Е(и). (35) 


1. Бесконечно тонкие щели. 
Графически легко определить свертку: 


Е®Н 
(фиг. 35.14, 6, 35.15, 6, 35.16). 


2. Решетка Фуко (фиг. 35.14, 6, 35.17, 6 и 35.18). 
3. Синусоидальная решетка (фиг. 35. 14,6, 35.19, 6 и 35.20), 
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F(x) F(u) 
| 
L, ” lb 
“3 +3 0 1/L 
a 0 
Фиг, 35.14 
h(x) AH (a) 
7 1 . 
Ор ep х ο τρ 2р о 
a ὃ 
Фиг. 35.15 
G&(u) 











CLF) 


Vp  2fp 


Фиг. 35.16 
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κα) 





Фиг. 35.17 





Фиг, 35.18 
h(a) AH (u) 
| 
/ 
т ld 
у Р гу 0 1/9 
a 0 
Фиг. 35.9 





-1/P 0 ИР 
Фиг. 30.20 
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Б. Бесконечно широкая решетка. 


Задача упрощается, Tak как щелевой диафрагмы ширни- 
ной {, не имеется. Распределение амплитуды в плоскости изо- 
бражения определяется такой функцией Н (и), что 


Н (и) =Е.Т. [ (4). (36) 


Для трех рассмотренных решеток амплитудное распределение 
света представлено кривыми Ha фиг. 39.15, 6, 35.17, б и 35.19, 6. 


ЗАДАЧА 36 


Дифракция на круглом зрачке 


Рассмотрим объектив О, ограниченный круглым контуром 
радиусом Го = 3 CM, 

Этот объектив, который считается идеальным, освещается 
точечпым источником, расположенным па бесконечности на OCH 
объектива О. 


Фиг. 36.1 





Источник является монохроматическим, он излучает свет 
с длиной волны 7 =6 мку. 

Пусть αρ будет максимальной апертурой объектива 
(фиг. 36.1). Будем считать малой величиной. 


|. Открытый зрачок 


1. Напишите выражение для амплитудного распределения 
света и для распределения интенсивности в плоскости П. Оха- 
рактеризуйте точку М в плоскости П ее расстоянием о от точки 
С, геометрического изображения источника. Для упрощения при- 
мите Z == (2π/λ)αοθ. Какова освещенность в центре С дифрак- 
ционной картины? 

2. Найдите угловой радиус 0 первого темного кольца на 
дифракционной картине (9 — угол, под которым радиус первого 
темного кольца виден из оптического центра О линзы). 


172 ЗАДАЧИ ПО ОПТИКЕ ЗАДАЧА 36 


li. Непрозрачный диск 


Перед объективом О перпендикулярно падающему свету по- 
мещается непрозрачный круглый экран О. Центр экрана нахо- 
дится на оптической оси объектива. Экран О противолежит углу 
201 с вершиной в точке С (фиг. 36.2). 

1. Найдите распределение амплитуды и интенсивности в пло- 
скости ЦП. Какова интенсивность освещенности в центре дифрак- 
ционной картины? Определите величину радиуса г! диска О, при 
котором уменьшение интенсивности не превышает 10% интен- 
CHBHOCTH, определенной в вопросе I. 


Фиг. 36.2 





2. Определите угловой радиус первого темного кольца в слу- 
чае, когда Ao = Ζαι. 

3. Графически сравните природу двух дифракционных пятен: 

а} без экрана D, 
6) с экраном D. 

Оптические системы, содержащие в центре экран, встре- 
чаются в некоторых телескопах. Что происходит в этих случаях 
с разрешением компонент двойных звезд? Считайте, что компо- 
ненты звезд имеют одинаковую интенсивность. 


ΠΠ. Кольцеобразный зрачок 


Теперь будем считать, что экран В почти полностью закры- 
вает объектив О таким образом, что свет проходит только через 
бесконечно узкое кольцо. 

Какой будет структура дифракционной картины в плоскости 
Il? Каким будет угловой радиус центрального дифракционного 
пятна? 


IV. Хаотическое расположение идентичных экранов 


Заменим экран D тысячью маленьких непрозрачных экранов, 
хаотически распределенных в плоскости перед объективом О. 
Каждому экрану противолежит очень малый угол ο вершиной 
в С, равный &2 и такой, что 2/0 = 10-2. Определите освещен- 
ность в плоскости П на расстоянии, равном величине 30/1,22, 
умноженной на радиус дифракционного пятна, образованного 
свободным объективом (в отсутствие маленьких экранов). Пер- 
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воначально покажите, что условия таковы, что позволяют Ἡς- 
пользовать теорему Бабине. В последней части этой задачи 
освещенность, создаваемая открытым зрачком в С, принимается 
равной единице. 


V. Аподизация 


Теперь объектив используется с полной апертурой (экраны 
удалены), и перед ним помещается стеклянная пластинка L 
с параллельными гранями (фиг. 36.3). На одной стороне пла- 
стинки L нанесена тонкая пленка с неравномерным поглоще- 
нием, которая не вызывает фазового сдвига. Поглощающая 





пленка наносится таким образом, чтобы поглощение было оди- 
наковым для всех точек, расположенных на окружности, центр 
которой находится в О’на пересечении оптической оси объекти- 
ва с пластинкой. Зависимость изменения амплитуды от а описы- 
вается выражением е`““', где а — коэффициент, который соот- 
ветствует максимальному поглощению. 

Определите изменение освещенности в центре дифракцион- 
ной картины. 

Численный пример: αθ Чиа = |. 

Можно ли получить дифракционную картину, если поглоще- 
ние на краю становится очень большим (а > 1)? 


VI. Фокусирующие дефекты 


Пластинка, используемая в предыдущем вопросе, заменяется 
теперь совершенно прозрачной пластинкой, которая имеет рав- 
номерно изменяющуюся толщину. Изменение толщины, как 
и в вопросе V, обладает цилиндрической симметрией OTHOCH- 
тельно оптической оси объектива. Изменение толщины пла- 
стинки обусловливает изменение фазы (из-за разности хода}, 
зависимость которой от α имеет вид #9?/2, где в — коэффициент, 
который соответствует максимальной разности хода. Определите 
освещенность в точке С. Исследуйте изменение освещенности 
в центре дифракционной картины в зависимости от разности фаз 
Ф Ξ--πεας[λ (^— длина волны используемого света). Начертите 


кривую для значений Ф от 0 до ἄπ. 
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Покажите, что в случае удаления пластинки L и медленного 
смещения фокальной плоскости параллельно самой себе до не- 
которой точки изменение освещенности в центре дифракционной 
картины характеризуется этой же кривой. 

Примечание. Для решения этой задачи не обязательно знать 
свойства функции Бесселя. Требуется всего лишь несколько по- 
лезных результатов: 


2л 
| α- Καρ εο5ῦ JQ — 2nd ρ (Kao), 
0 


z 


\ Jo (2) 2 dz==Z +I, (Z). 


0 


Таблица численных значений 























2 Jy (2) 2 A Ζ {ο (2) о A 
0,0 --- 1,000 --1,000 | 6,00 +015! —0,092 
1,00 -+0,765 -- 0,880 | 7,00 -+-0,300 ---0 001 
2,00 -+-0,224 +0,577 | 8,00 +0,172 -|- 0,059 
3,00 —0,260 -|--0,226 9,00 —0,090 -+-0,054 
4 00 —(),397 — 0,033 10,00 —0,246 +-0,009 
5.00 —0,178 —0,131 | 

| 





— a ee ee ο. . 





Jo(Z)=0 для #==2,405; 5,52; 865... 
1: (2)/7 =0 для Й==3,83; 7,02; 10,17... 


РЕШЕНИЕ 


При решении этой задачи будут использоваться цилиндри- 
ческие координаты, так как в рассматриваемых примерах мы 
имеем дело с вращательной симметрией (фиг. 36.4). 





Фиг. 36.4 
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Определим амплитуду в точке М. 
Общее выражение для амплитуды в точке М имеет вид 


Cy 290 
A(M) = \ | exp| — j=" ap cos (9 --- ϐ/)] α да ἄθ. (1) 
оо 
Изменяя начало отсчета азимутов, можно написать 
Cy 27 
А (М) = \ | ехр (— jap cos 0) ada dQ, (2) 
ο 0 
I. Открытый зрачок 
1. Имеем 
A(M) = 2a \ I, (Koa) в аа, (3) 


0 


A (M) = ет \ Jo(Kpa) › (Kpa) d (Κρα) = τρ (Κραι) 1, (Koos), 





А(М) = ло =") ο Z = pa, (4) 
Тогда интенсивность дифрагированного света в точке М 
равна I(Z) 
[(M)= 2\" Ал (2) 5 
(М) = (πας) 72 * (5} (ла? 


Распределение интенсивности 
приведено на фиг. 36.5. 
«Объемная» — дифракцион- 
ная картина обладает враща- 
тельной симметрией OTHOCH- 
тельно С. Первое темное коль- 


ΠΟ соответствует Z == 3,88. ων.» Ζ 
Центр дифракнионного изо- Г 9,89 702 10,77 
бражения всегда лежит на гео- Фиг. 35.5 


метрическом изображении. 
В точке С имеем 


1 (C) = (nay X 4 (στ) = (ло). (6) 


Интенсивность всегда равна квадрату площади зрачка S. 
Этот результат кажется парадоксальным, но он легко объ- 

ясним. Действительно, дифракционное пятно «размазывается» 

по поверхности обратно пропорционально поверхности зрачка. 
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Следовательно, суммарный поток, равный объему «пространст- 
венной» дифракционной картины, пропорционален ο, 

2. Так как первое темное кольцо соответствует Z == 3,83, 
имеем 


— 27 о OE το 58-48. 
д -- παρ р == το == 709 =3,83; 


| A | 
следовательно, 
9 — 3,83» __ 3,83 .0,6 . 10-4 
2.314 ο 3,14 - 6 ° 


@=1,2-10°’pan. 


Ii. Непрозрачный диск 


1. Исходя из общего выражения для амплитуды, можно 
написать 


(ση αι 
A(M) = 2a \ Ty (Καρ) ada — 9л | Ιο(Καρ) а da, (7) 
0 0 
27: (2 21: (2 
А(М) = па 21120). — до РО, (8) 


где принято Ру == ло и ΖιΞ-παιρ, 
Тогда выражение для освещенности принимает вид 


271 (2 27: (7.1) 2 271 (70) 27142 
(М) = — τις { if a о) | + at | | 1) | κ. 2020? ” ϱ) т 1) } | (9) 
Освещенность в точке С равна 


(С) = па [1 — (№) ], (10) 


\ Qo 


тогда как в случае открытого зрачка она была равна л?а4. 
Для уменьшения интенсивности не более чем на 10% необхо- 
димо, чтобы 


п —(= .) 20,90, так что 1 (=) > > 0,95, 


(= -) < 0,05 или = < 0,22, 


следовательно, 


го — радиус объектива, 


fv 
Το <0,224 ΓΙ — радиус непрозрачного диска. (11) 
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Примечание. Результат, получаемый из (10), показывает, что 
мы не имеем права применять теорему Бабине вблизи гео- 
метрического изображения. Действительно, объектив, который 
имеет открытый зрачок радиусом Γι, дает в точке С интенсив- 
НОСТЬ 

[(2) 


wat в ди [1 — (2) ]. (19) 


2. Радиус первого темного [1- (2 
кольца. Амплитуда А(М) равна 
нулю для таких значений о, 







Открытый 
зрачок 


Непрозрачньй 
иск 


когда 
J, (Zo) Γι (21) 
aj Zo af a 5-0. (13) 


Возвращаясь к определению 2; и 2 


Ζᾳ И ПОЛОЖИВ Πιζξαι[ία, МОЖНО 
написать Фиг. 36.6 


Л: (20) = ml, (1120). (14) 
В особом случае, когда т=0,5, находим 
Ji (Zo) — 0,51 (0,520. 


И 3,14 3,83 


Используем таблицу 


Z,=3,14, J, (3,14) — 1 


51 (1,57) = +0,00185, 
2 =3,15, J, (3,15) — 5.1 (1,575) = — 0,0023. 


В результате линейной интерполяции получаем 


Zo == 3,144. 
Таким образом, 
_ 81444 А 6.10. αρ -δ 
ам. 5 = 50} 9 == 10 рад. 


3. Сравнение дифракционных изображений. На фиг. 36.6 изо- 
бражены распределения освещенности в зависимости от Z для 
открытого зрачка и для непрозрачного диска. Можно видеть, что 
наличие непрозрачного центра приводит 


к уменьшению освещенности центрального пика, 
к небольшому улучшению разрешающей способности. 


Примечание. На фиг. 36.6 изображается только централь- 
ный максимум.. Если изучаются значения интенсивности для 
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Z >> 3,14, то обнаруживается, что кольца играют значительно 
более важную роль в случае кривой Эйри. 

Можно рассматривать эту задачу, используя соотношение 
Гейзенберга: если уменыцнаются размеры зрачка, то дифракцион- 
ная картниа расплывается. 


98езда 


"2 ) Изображение 


Фиг, 96.7 


На практике этот пример реализуется в отражательных те- 
лескопах кассегренского типа, показанного на фиг. 36.7. Такой 
прибор состоит из двух концентрических зеркал. Закрытие 
зрачка осуществляется при помощи маленького зеркала. 


Iii. Кольцеобразный зрачок 


Можно считать, что прозрачное кольцо соответствует по- 
стоянному значению ασ, Так как оно считается бесконечно тон- 
ким. При этих условиях амплитуда света в точке М становится 
равной 


А (М) = 2л/, (Kaz9). (15) 
На фиг. 36.8 изображена зависимость Jg(Z) от Z. 
Г(2) 
Фиг. 36.8 
С 2405 5,52 2 


В этой задаче численные значения, приведенные в таблице, 
показывают, что уменьшение функции происходит не так бы- 
стро, как в случае диска Эйри. Первый минимум нулевого по- 
рядка на этой дифракционной картине соответствует первому 
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нулю функции Jo(Z), а именно 
Z = 2,405, 


что дает 6 = 0,77A/2ro: 
9 = 0,77 - 10 ραπ. 


Примечания. 1. Если закрыть зрачок, то освещенность колец 
увеличивается за счет освещенности центрального пика 

2. Зрачок такого типа используется в фазово-контрастном 
микроскопе. Конденсор снабжен кольцеобразным зрачком. По 
сравнению с обычными наблюдениями при помощи микроскопа 
такое освещение приводит: 


к потере яркости, 

к улучшению разрешающей способности, 

к значительному возрастанию роли дифракционных полос, 
которые могут затруднить интерпретацию изображения. 


ГУ. Хаотическое расположение идентичных экранов 


Теперь амплитуда в точке М определяется выражением 


A(M)= {( εκαεαάαάθ-- (Ye #Ka0005° a da 0. 
открытый поверхность малых 
зрачок экранов 


Первый интеграл уже оценивался в первом вопросе залачи. Вто- 
рой интеграл представляет собой амплитуду света, дифрагиро- 
вавшего на N отверстиях, каждое из которых имеет те же раз- 
меры, что и малые непрозрачные экраны 


N 
A, (M) = a (M) >. οἳ η (17) 


(Qo — амплитуда свега, дифрагировавшего Ha малом отверстии, 
расположенном на оси прибора). 

Применение принципа Бабине 

В этой задаче фиксируется расстояние СМ == 02. Если обо- 
значить через р, радиус центрального дифракционного пятна, 
создаваемого открытым зрачком, то получим 


30 
02 — προ 


61, (18) 


ο! = θαῃ 9 (19) 
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Тогда 
30A 
= —__— о 
05 20 . (20) 
Вычисляя амплитуду дифрагированного света для открытого 
зрачка в этой точке, получаем 


2π 


A, (М) == лаз 205). σ Z = =~ %0. = З0л. 


Для большого значения Z функция Бесселя первого порядка 
практически равна нулю. В этом особом случае можно утвер- 
ждать, что 





ГА (М) | =| Ap (М) |, (21) 
следовательно, | 
| № 2 
Г(М)= |4 (МЕ den | 
дифракционный член для t=! 
одной малой апертуры интерференционный 


так что наконец 
№ 
I (M) =| ay (М) РУ, 


ὃς, ρ ΙΚδ 


its 


| 


Поскольку фазовое распределение является случайным, можно 
считать, что оно имеет как положительные, так и отрицательные 
члены. 

Предыдущее уравнение дает 


Г(М) = Ναοί 





(22) 


Несмотря на то что освещение когерентно, хаотическое рас- 
пределение экранов нарушает фазовые соотношения; интенсив- 
ности суммируются так же, как в случае некогерентного осве- 
щения. 

Точка М достаточно удалена от геометрического изображе- 
ния, так что можно применить принцип Бабине. 

Численный пример: 


21: (29) 
— may? AON 
а (М) = ma, —z— » 
os OA 
27 2л 3 —2 
А 022 πι αρ 10 о А I, 


ζο — 
HO 
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Таким образом, имеем 
ao \4 
I(M) = Notas = Notas (№). 
Qo 
Отсюда нормированная интенсивность 


Км) = М (= )΄ =10"- 10-* 





Г(М) = 107°. 


У. Аподизация: поглощающий зрачок 


Зрачок неравномерно прозрачен, как это было в предыдущем 
случае. Пропускание таково, что 
τ (α) — ρ- aa’ для 0 < а < αρ, 


τ(α)ΞΞ0 для a > αρ. (23) 


Теперь общее выражение для амплитуды в точке М имеет вид 
αυ 2π 
| | е- ααἲρ- /Καρςο»θ da 40, (24) 
0 0 

В точке С 


А (С) = | ее da 49 = п | ο” 20’ (q?). 


0 0 0 
A= ΣΙ -- 94%), отсюда /(C)= м [1 — p20 | (25) 


Если ααξ очень мало, как это имеет место в данном случае, то 
можно представить разложение в ряд 








2,4 “ 9 - 
Ао [1-1 + аа — ot | noel | πα]. 


После введения пластинки имеем А(С) = παρ. 
Отсюда нормированная интенсивность 


аа? |’ 
Численный пример: 
Qo == =. a= I, 


Ι(Ο--[Ι ~ 0,02}?= 1 —0, 04 = τοῦ 
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Примечание. Возвращаясь к общему вычислению амплитуды, 
мы видим, что величины α и р являются сопряженными пере- 
менными (если принять длину волны в качестве единицы длины). 

Результаты П и У также могут быть сформулированы на 
языке преобразования Фурье. 

Первый пример: сужение размера α ведет к расширению 
размера о. 

Второй пример: пропускание зрачка описывается гауссовой 
функцией т (а) =e 9". Зная, что преобразованием Фурье для 
гауссовой функции является гауссова функция, можно сразу 
предсказать для амплитуд гауссово распределение в плоскости 


I(Z) 







Кривая Эири 


Fayccoba кривая gag 


Z 


изображения (фиг. 36.9). Не входя в детали, мы показываем 
на рисунке поперечное сечение «объемной» дифракционной кар- 
тины с аподизирующей пластинкой и без нее. Аподизация вы- 
зывает исчезновение дифракционных колец, однако она не 
уменьшает разрешающую способность прибора. 


УГ. Фазовая пластинка, фокусирующие дефекты 


Пластинка L с равномерным пропусканием вызывает пере- 
менный фазовый сдвиг 


т (а) =e 2 для 0-«α-ςας, 





т (а) =0 для α Ἄαρ. (27) 
Имеем 
αρ 21 
(AC) = | | ε- ΙΚεώ θα da 40 = 
о 
4 
—— Ir | en jKeating (© j= КЕ [е- iKeat/2] (28) 
A(C)= [i — e-/?], (29) 


ve 
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Теперь амплитуда в точке С является комплексной величиной. 
Интенсивность становится равной 


Г(С) = (С). А"(С), 





так что 
1 (C) = 5 [1 — cos ©] = rar sie, 
(cy=at (ORY (30) 
Зависимости /(C) ot Ф показаны на фиг, 36.10. 
TC) 
0 2х 4X бл Sax ? 


Фиг, 36.10 


Фокуисириющие дефекты 


Сместите плоскость наблюдения на расстояние СС’ == в. Со- 
гласио закону Малюса и принципу Ферма, разность хода А 
между лучом, проходящим через С, и лучом, проходящим через 
С’, равна расстоянию между фронтом отклоненной волны с цен- 


-. 


== 
tf №2 Sine oe 


= (. 





Фиг. 35.11 





тром в точке наблюдения С’и сферой с центром на гауссовом 

изображении (фиг. 36.11). Тогда находим 

Δδ-- Ι) —=С7 — ГК — КС =Ю — CI— KC=R — (В — а) — cosa. 
ea’ 


A=e(l — COS a) = —>-. 
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Можно видеть, что введенная выше фазовая пластинка произ- 
водит тот же фазовый сдвиг, что и фокусирующий дефект. 

Примечание. Используя предыдущие результаты, можно ви- 
деть, что центр дифракционного изображения будет попеременно 
то ярким, то темным, если перемещать фокусирующую плоскость 
от одной стороны гауссова изображения до другой. Этот метод 
используется в промышленности для проверки объективов. Дей- 
ствительно периодическая последовательность ярких и темных 
центральных изображений осуществляется Лишь в том случае, 
когда объектив свободен от аберраций. 


ЗАДАЧА 37 


| Опыт Аббе 


Решетка Фраунгофера состоит из Ν параллельных непро- 
зрачных линий, разделенных прозрачными интервалами. Колли- 
матор, который освещается монохроматическим светом, состоит 
из бесконечно тонкой щели Р, помещенной в фокальной плоско- 
сти линзы Ly. Вторая линза Ly расположена за решеткой, 
а в фокальной плоскости изображения помещается фотопла- 
стинка. Используйте следующие обозначения и величины: период 
решетки р = 10 мкм, число линий Ν = 5000, длина волны света 
, = 1,0 мкм, ι 50 см — фокусное расстояние линзы Ly; [2 — 
фокусное расстояние линзы Ly и, наконец, угол, который 
дифрагированные лучи образуют с нормалью к решетке. 


Прозрачные линии решетки бесконечно тонкие. 

1. Определите значения $111 для различных изображений, 
образованных щелью Ё при условии нормального падения. 

2. Получите выражение, дающее угловую ширину главного 
максимума на дифракционной картине. Найдите теоретическую 
разрешающую силу в спектрах различных порядков. Определите 
фокусное расстояние fe, при котором на фотопластинке видны 
все детали изображения, которые позволяет различить разре- 
шающая сила. (Считайте, что фотографическая пластинка точно 
разделяет два изображения с линейным промежутком 20 мкм.) 


Если щель F больше не является узкой, то каким будет мак- 
симальное значение ее ширины, при которой мы сможем исполь- 
зовать разрешающую способность решетки? 
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ii) 


Пусть ширина непрозрачных интервалов равна 2p/3. 

В следующих вопросах считайте щель источника очень узкой, 
а свет монохроматическим. 

1. Начертите кривую, изображающую освещенность в фо- 
кальной плоскости линзы Ly как функцию от $111. 

2. Замените фотопластинку линзой Ls, фокусное расстояние 
которой равно ]з = /o/2. Что наблюдается на экране, помещен- 
HOM на расстоянии {2 от линзы 1.4, в следующих трех случаях: 

а) через линзу L3 может проходить только нулевой порядок 
изображения, 6) могут проходить только порядки +1 ив) про- 
ходит вся дифракционная картина. 


iV 


Рассмотрим другую решетку, имеющую TOT же период и TO 
же число штрихов, но ширина непрозрачных линий равна р/З. 
Покажите, что для той же амплитуды падающей плоской волны 
амплитуды изображения первых двух порядков дифракции оди- 
наковы для обеих решеток. Каково отношение амплитуд в нуле- 
вом порядке дифракции? Покажите, что результаты IV могут 
быть связаны с теоремой Бабине. 


РЕШЕНИЕ 


1. Бесконечно узкий источник-линия 
Характеристики решетки: 


бесконечно узкие щели, 
период решетки р, 
ширина решетки L == Np. 


Дифракция обнаруживается только в плоскостях, нормаль- 
ных к шелям решетки. 

Вдоль линий, параллельных щелям, интерференция не на- 
блюдается. 

1. Положение дифракционных максимумов (нормальное па- 
дение). Между двумя гомологичными лучами имеется разность 
хода (фиг. 37.1) 


6=psiné, (1) 
следовательно, сдвиг фазы будет 


g=— psini. (2) 
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Интерференция происходит, если 


Ὀ5ἱῃ ==АА (к — целое число). 


Отсюда получаем значения i, соответствующие дифракцион- 
ным максимумам 


. БА, 
sini =—-. (3) 


Численный пример: sini == kX 11ο 
Условие sini < 1 соответствует k = 10. 


Фиг. 37.1 р 


2. Разрешающая сила. Каждая щель дает сильно размытую 
дифракционную картину. Интенсивность света, дифрагирован- 
ного под углом + равна 


\ лжи, ine № ф/2 
(А =. (4) 


Главные максимумы определяются условием ϱφ/2 = ka. Нулевые 





Фиг. 37.2 


минимумы соответствуют А№ф/2 = Кл (Е”/М Ak). Изменения ин- 
тенсивности / представлены на фиг. 37.2. Считая sini перемен- 
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ной величиной, можно видеть, что все дифракционные изобра- 
жения идентичны и дают 


одинаковую освещенность, 
одинаковую ширину линии Asini == A/Np, 
промежуток между линиями A/p. 


Наблюдается девятнадцать линий (sini < 1). 

Считаем, что источник испускает две длины волны Аи DW. 
Так как отклонение, производимое решеткой, пропорционально: 
длине волны, то световое распределение подобно изображен- 


1(ὃ) 


0 / sin ἑ 
AR AR 23. 24 
Np Np р р р р 
к=0 k=f k=2 
Фиг. 37.3 


ному на фиг. 37.3. Для длины волны А положения максимумов 
соответствуют Sing == RA/p и ширина дифракционного пика ста- 
новится равной 


ον λ 
Asini= у, 
так что 
A 
Ai = Np cost’ (5) 


Для длины волны A’ вблизи A (причем A’ = λ-ἰ- ἆλ) положе- 
ние максимумов определяется выражением 


У ελ. | 
sini =k 5. (6) 


В спектре порядка Rk существует два линейных изображения, 
соответствующих Аи A’, они разделены на 6(sini) = cos ἰδί, oT- 


сюда 

. λ΄ A Е dh 

Te eas 7) 
cosiL p p 
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По принятому правилу считаем, что два изображения разре- 
шаются, если максимум одного приходится на минимум другого, 


т. 6. если 
At = ОГ. 


Уравнения (5} и (7) тогда дают 


А, __ р aa 
Npcosi 


Отсюда разрешающая сила решетки равна 


λ 
R= ——=kN =k - 5000. (8) 


Примечание. Величина R максимальна для максимального №, 
в результате чего следует использовать спектры высокого по- 
рядка. Величина К минимальна для Е = | (R= 5000). В этих 
спектрах можно разделить две линии, если 


τι _ 
dh = -5000` == -5000 =2А. (9) 


Угловое разрешение для этих двух линий будет определяться 
выражением 


Ai λ А, ] 


meee ee = . —5 
~ Npcosi Ν — 10-5000 —=2.10 рад (10) 


и их линейное разрешение в плоскости изображения будет равно 

Ах = f, Ai, (11) 

Теперь необходимо учесть разрешающую силу приемника 
dx = 20 мкм. Две линии разрешены Ha Фотопластинке, если 

Ах > ах или f,Ai> dx. (12) 


Тогда минимальное фокусное расстояние линзы Ly равно 


ах 20.106 
т 


Ni 2.10“ 
Фокусное расстояние для разрешения равно fo = | М. 


П. Источник-щель конечной ширины (некогерентное освещение) 


Ширину источника-щели можно увеличить таким образом, 
чтобы произошло увеличение яркости без уменьшения разрешаю- 
щей силы решетки. Пусть d будет предельной шириной источ- 
ника, которую можно получить без изменения вида изображения. 

Для рассмотрения этой задачи можно использовать два ме- 
тода: либо получить выражение, дающее распределение освещен- 


ЗАДАЧА 37 ДИФРАКЦИЯ 189 


ности изображения в зависимости от ширины щели, и сравнить 
его с результатами, найденными в |, а затем вывести выраже- 
ние для максимальной ширины либо определить непосведствен- 
но степень когерентности источника. 


Первый метод 


Определим /(u) для источника-щели конечной ширины. За- 
дача одномерна. Обозначим через x абсциссу любой точки 
зрачка и через и такую сопряженную переменную, что и = sin z/A, 
Так как освещение некогерентно, то интенсивности света, дифра- 
гировавшего от каждой точки на объекте, суммируются в пло- 
скости изображения. Результирующая интенсивность в точке М” 
в плоскости изображения будет равна 


Ги’) = \ ОБ (и —u)du=0) ® Dw), (13) 


rie О (и) — распределение света на объекте, 
р (и) — распределение света в дифракционном изображении 
точечного источника (единичный импульс). 
Теорема Парсеваля позволяет преобразовать свертку (13) в про- 
изведение (см. приложение А, Б, И): 


i (x) == 0(x)+ d(x), (14) 


где 





О (и) => 0 (x), 
D (u) ——£> d(x), (15) 


I (u) > i (x). 








Определение преобразования Фурье 


σα 


О (1) — функция ширины Uo. 
Получаем (см, приложение А) 
Sin лшох 


0 (x) = πρ ‘ 


| dQ) (16) 





1. d(x)— аппаратная функция прибора. В этом случае необ- 
ходимо определить автокорреляционную функцию решетки с 
бесконечно узкими щелями, периодом р и шириной Ё —= ΝΡ 
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(фиг. 374, а и 6). При определении произведения o(x) -d(x) 
можно рассмотреть множество случаев. 

Если источник имеет вид чрезвычайно узкой щели, то кривая 
Ο(Χ) сильно растянута (фиг. 37.5) и тогда | 


о (х) + d(x) & d(x). (17) 


Распределение света в изображении определяется функцией 
Du), 





Ор 
Пропускная способность Функция переноса 
решетки 
a 0 
Фиг. 37.4 


Если щель широко открыта, то ширина 0(х) может быть 
меньше, чем ширина d(x), и произведение O(x)-d(x) может 
очень сильно отличаться от dx (фиг. 37.6). 





Фиг. 37.5 Фиг. 37.6 


Нас интересует здесь только последний случай. Имеем 
i (x) = (x), 


т.е. /(u) = D(u), если функция 0(х) примерно равна единице 
при —L <x < +L, Предположим, что это условие выполняется 
при 

11 


—-— > или 


А 
а в а > Е, (18) 


η» | — 
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тогда 
At 
Численный пример: 
1.50.10! 
a< 4.10. 5000. = 2.5 МКМ. 


Второй метод 


Применим теорему Ван Циттерга — Цернике, которая сфор- 
мулирована и доказана в приложении Б. 

В плоскости зрачка (плоскость решетки) помещаем искус- 
ственное дифракционное пятно с центром в точке Ру (точка Po 


o(x) 
1| F(x) 
fn | | | 
κ | 
/ || 
/ | | 
/ 1 
/ | 7 
/ Ν΄ | ВИ 
/ | м | ra ρ 
=” И ή ota 
0 А 
Р 1 № 
Ug 
Фиг. 37.7 


соответствует краю решетки). Распределение амплитуды в этом 
дифракционном пятне равно преобразованию Фурье для рас- 
пределения энергии в плоскости источника. 

Пусть 


о(Р) ——=> O( М). 





Конечно, такого дифракционного пятна не существует в плоско- 
сти xOy, которая в действительности равномерно освещается 
источником. Однако амплитудное распределение в дифракцион- 
ном изображении равно распределению степени когерентности 
света в плоскости зрачка. 

Степень когерентности между точкой Р (любая точка в пло- 
скости зрачка) и точкой Ро равна нормированной амплитуде 
о(Р), т. е., скажем, O(x) (фиг. 37.7). 

На фиг. 37.7 изображены функция о(х) (пунктиром) и пропу- 
скательная способность зрачка (амплитудная) f(x). 
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Степень когерентности между Р и Ру будет равна единице, 
если О(Р) = 1. Освещение решетки будет считаться когерент- 
ным, если O(P;) = |, т.е. если O(Np) = o(L)= 1. 

Мы считаем, что это условие выполняется, если 

] y 
> L, 


Ally 





Тогда мы вновь получаем (18). 


ПЕ Опыт Аббе 


В последней части задачи будем считать освещение коге- 
рентным. 

1. Прозрачные линии имеют конечную ширину p/3, Ампли- 
тудное пропускание зрачка показано на фиг. 37.8. 

На каждой щели шириной 2р/3 амплитуда света, дифрагиро- 
вавшего под углом I, равна 


А (i) __ р δίηπ [(p/3) (sin i/A)I (20) 


3 ο (p/3) (smi/a)* 
Интенсивность (HOPMHPOBaHHaa) света, пропущенного NV щелями 
под этим углом, определяется выражением 


пе (че) о 


где 
27 -- 
φ σπα ο 51111, 


Изменение функции / в зависимости OT Sin? представлено Ha 
фиг. 37.9. Спектры порядков +3, 6, +9 исчезают. 

2. Линза Г3 помещается между точками, расположенными на 
двойном фокусном расстоянии. Если решетка расположена за 
Lo, то ее изображение образуется в О5 с единичным увеличением 
(фиг. 37.10). Пусть u и x будут сопряженными переменными 
(и = зп ИА). Амплитудное распределение в плоскостях R, L3 
и О> определяется соответственно функциями 


i (x), о 


F(u) до введения линзы-затвора, Ф (и) — после (22) 
введения линзы-затвора. 


φ(α) 


а) L3 действует как затвор в TOM смысле, что она пропускает 
только спектр нулевого порядка. Таким образом, 


Ф (и) __ sin (τη, , (23) 


ИГ, 
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F (x) 


7 
| +L, 


ρ/ό р 
Фиг. 37.8 


{ (sin é) 





Фиг. 37.10 
Plu) 
sf 
; (т) 
ση, Ч -L/2 0 +L /2 
a ὃ 
Фиг, 37.11 


7 sak. 173 
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гле Ф(и) — амплитуда света, дифрагировавшего от щели шири- 
ной L. Таким образом, окончательное изображение состоит из 
равномерно освещенных полос, имеющих ширину Ё и высоту 
решетки. 

На языке преобразования Фурье 


ἱ при — 1/9 <х< Lp, 


g(x) = Е. Т. [Ф (ω)] =] Q для других случаев, (24) 


Эти две функции изображены на фиг. 37.11, а и 37.11, 6. 
6) Пропускаются только спек- 
/ тры порядка -Εἰ и —l. 
Эти два спектра образуют два 
вторичных источника, которые коге- 
9 рентны, находятся в фазе и создают 


—1/р 0 +1/p полосы типа полос Юпга. Действи- 
тельно, если обозначить через M’(u) 
AP) амплитудное распределение после 
| прохождения через линзу L3, To по- 
| | | | | _ лучим (фиг. 37.12, a) 
ο т 0 


(25) 
Таким образом, амплитудное рас- 
пределение в плоскости изображе- 
ния будет иметь вид 
Q(x) ==. Т.Ф” (м) == 
= ф (x) ем? -|- ф (x) е-лх2 


-ip ] | | uh Фи) =O (и) +Ф(и- т). 
р 


φ’ (x) = 29 (x) cos 9л = (26) 





Изображение состоит из полос Юн- 
га с периодом p/2 и шириной L 
(фиг. 37.12, 6 и 37.12, в). 

в) Линза Ls пропускает все пространственные частоты. Тогда 
имеем 


Фиг, 37.12 


Ф (и) = F (и), отсюда ф (x) =f (x). Изображение и объект идентичны. 


Заключение. Если исключить или ослабить некоторые прост- 
ранственные частоты, то можно изменить изображение. 

Рассмотрим два примера.. 

a) Проходит основная частота, и изображение решетки пол- 
HOCTbIO исчезает, 
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6) Проходят первые две гармоники, и имеет место периоди- 
ческая освещенность в плоскости изображения. 

Однако даже если период решетки равен р, то период изобра- 
жения равен р/2. 

в) Линзы должны иметь бесконечную апертуру, чтобы про- 
ходили все пространственные частоты, тогда изображение вос- 
произведет объект. На практике объективы всегда имеют конеч- 
ную апертуру, ограниченную необходимостью ликвидировать 
аберрации. На фиг. 37.1] и 37.12 видно, что часто довольно 
трудно воспроизвести объект по изображению. 


ГУ. Дополнительная решетка 


Функции f(x) и /(sin Г) представлены на фиг. 37.13 и 37.14. 
В табл. 37.1 приведены итоги действия решетки, рассмотренной 


F (x) 
1 
= ts x 
κ. 0/5 р [, 
Фиг. 37.13 


{ (5ἱη {) 





A. 
р 


{7 . 
| A SR 2h 58. 4 sine 
Np ‘pp p р 
Фиг. 37.14 


выше (Г), и данной решетки (11). Разумеется, так как сравни- 
ваются интенсивности, мы больше не нормируем результаты. 
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Габлица 37.1 








Решетка [ Решетка [| 
Ширина р, Г. 
Период р р 
Ширина щели p/3 2p/3 
Νο sinmup/3 2p sin mu2p/3 
А (11) —— = ——_ 
3 tu p/3 3 пи? p/3 
Спектры нулевого по- Np 2p 
рядка: A (0) 9 3 
Спектры первого поряд- Np οεἶππ/ὸ А 2p = sin2n/3 
ка: A(I/p) 3 m/3 8 οπ 
Видно, что 


Ап (0) = 2A; (0), 
] | 
Ан (5) = (+). 

И р I р 

Для центрального изображения отношение амплитуд равно двум. 
Мы находим, что у спектров одинаковые амплитуды. 

Это и служит подтверждением теоремы Бабине: два дополни- 
тельных экрана дают одинаковую освещенность во всех точках 
пространства, не освещенного в их отсутствие (в отсутствие 


экранов имелось центральное изображение, создаваемое зрач- 
ком шириной L). 


ЗАДАЧА 38 
Голография 


|. Регистрация голограммы 


Когерентная монохроматическая плоская волна падает на 
установку, изображенную на фиг. 38.1, где Pr — призма с малым 
углом при вершине а и показателем преломления п; ОБ — объект, 
исследуемый на пропускание. На плоскости Р(х) изучается ин- 
терференция между волной X с комплексной амплитудой 
А’(х) . ef? ®, пропускаемой объектом, и волной Xo, известной как 
опорная волна, которая отклоняется призмой и имеет амплитуду 
Ap (x) е! δε 5). Будем считать, что объект не дает дифракции. Опре- 
‘делите функцию интенсивности /(х), найдя: соотношения межд 
отклонением ϐ на-призме и фазой опорной волны. с. 
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Результаты регистрируются на фотопластинке, установленной 
в плоскости π. Подбираются такие условия, чтобы работать в ли- 
нейной части ее характеристики, т. е. в области, где плотность D 
определяется выражением ОР = ушЕ. Найдите соотношение, 
связывающее /(х) с амплитудной функцией пропускания #(х} 


L 
р. Пидская | 
волна 








Sees 






Ань 






А льмельль 5 
ST a 


Волна, деформиро- 
ванная объектом 


Фиг. 38.1 


проявленной пластинки, которая называется голограммой. Пока- 
Kure, что f(x) принимает простую форму, если |А (х) |? < [Aol? 
(ищем разложение в ряд функции f(x), где значащие члены 
легко интерпретируются для значений y, например, вблизи 3 
или 4). 


II]. Восстановление формы объекта 


В полученном выражении для f(x) объясните роль каждого 
из членов. Голограмма ведет себя подобно решетке, помещенной 
в параллельный монохроматический пучок. (Можно обнаружить 
эффект «увеличения», связанный с длиной волны.) Покажите, 
как восстанавливается волна 2. 


ГУ. Голографические линзы (фиг. 38.2) 


1. Опорный луч остается неизменным. Объект заменяется не- 
прозрачным экраном, имеющим небольшое отверстие Т. Падаю- 
шая плоская волна преобразуется в результате дифракции в 
сферическую волну Х с центром в Т. Расстояние от Т до пла- 
стинки обозначим fF. 

a) Напишите выражения для функций Г(х) и (Х). 

6) Как и прежде, голограмма освещается когерентной пло- 
CKOH ВОЛНОЙ ο ДЛИНОЙ A. 
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Покажите, что голограмма воздействует на эту волну как: 


фокусирующая линза с фокусным расстоянием Г при 
наблюдении в направлении — 6, 
рассеивающая линза при наблюдении в направлении -+0. 


2. Экран имеет два одинаковых отверстия Τι и Το, симметрич- 
ных относительно оси ОТ и разделенных промежутком 24. Вол- 
ΗΡΙ №0 H > имеют длину A. 

а) Напишите выражения для функций /(x) и f(x). 







РЕ НИ р Пиоская 


— a -- п -— ee = ыы πι ee μασ 


Сферическая волна 
с центром 


Фиг. 38.2. 


6) Эта новая голограмма освещается теперь точечным источ- 
ником $, расположенным на расстоянии р от центральной линии 
голограммы и испускающим длину волны λ’. 

Найдите расстояние 2D, которое отделяет изображения 
ΤΙ и Τὸ от Τι и Το. Найдите увеличение голографических линз 
как функцию р, f, Au DW. 


У. Синусоидальная решетка 


Фотоснимок интерферограммы, полученной при интерферен- 
ции двух волн с сильно различающимися амплитудами А, > А. 
(если зеркала при 69 = 0 наклонены под углом 9 друг к другу), 
есть не что иное, как голограмма. Покажите, что Г(х) = (6) и 
что при освещении такой фотопластинки когерентным светом 
получается непосредственно спектральное распределение источ- 
ника. Докажите это при помощи простой установки. 


РЕШЕНИЕ 


Введение 


После прохождения через объект Об электромагнитная волна 
имеет амплитуду вида οὗ = A(x) eI, Для описания структуры 
волны требуется как вещественная, так и комплексная ампли- 
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туды. Большинство приемников (фотопластинки) чувствительны 
к изменениям освещенности, HO не дают информации о фазе. 
Метод, предложенный здесь, позволяет полностью восстановить 
волну 2. 


I. Регистрация голограммы 


Опорная волна отклоняется на угол 
0 = (п — ба. 


Эта волна Xo имеет постоянную амплитуду Αρ. Ее фаза Dg (x) 
изменяется линейно как функция х в плоскости л. Имеем 


,(x) == Oy, (1) 


Здесь во всех задачах начало отсчета фазы выбирается на OCH 
Ох и предполагается, что лучи, интерферирующие в точке О, на- 
ходятся в фазе. Волны, которые не пересекли ось Ох, имеют по- 
ложительную разность фаз, а волны, которые пересекли ось Ох, 
имеют отрицательную разность фаз. 

Результирующая амплитуда в точке Р(х) определяется вы- 
ражением 


Αμ) -- A (x) FPO), (2) 
Результирующая интенсивность будет 
/ (x) — ρου, (x) + A (x) ei®? (x) [Apetl? (x) -- А (x) e "δα. 


3 
I (x) = Ap + Α΄ (x) + 24. А (x) cos [By (x) + D 0). и 
Примечание. Фаза M(x) содержится в выражении для функ- 
ции /(x). Изменение функции D(x) влечет за собой изменение 
периода или положения полос. Изменение функции А(х) изме- 
няет контрастность полос. 


|. Амплитуда света, пропускаемого фотопластинкой 


Пластинка подвергается воздействию освещенности Ё (x) 
Е (x) = Г(х) — интенсивность колебаний. (4) 


Эта пластинка проявляется, затем освещается параллельным 
пучком, перпендикулярным ее поверхности и имеющим ампли- 


туду, равную единице. 
Вспомним, что плотность почернения пластинки определяется 


как 
D=vyin&, (5) 
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С другой стороны, имеем 


1 ] | 
D — In падающего света —— ln ο — in —, (6) 
[пропущенного света Г t 
где Г — коэффициент пропускания, а {--- амплитуда света, про- 
пускаемого голограммой. 


Приравнивая (5) и (6), находим 
t (x) = 1(х)-*?. (7) 
Если интенсивность опорного пучка много больше интенсив- 
ности пучка, проходящего через объект, то имеем условие 
Ay > A(x), | (8) 
которое позволяет преобразовать выражение для функции C(x): 
t (x) = 1 (x)? = (ας + A? (x) + 2А,А (x) соз [Фь (x) + Ф(х)} "= 
= AM — Λο PA? (x) — yAg Αα) соз [Фь (x) + Φ (0) = 


= AN {43 — 3 A? (x) — удой (x) cos [Oy + O}} . 


Разделив выражение для ¢(x) на постоянный множитель 
—у-2 
—2А,* , находим 


t (x) = — 20 yA (x) + уд (де "+ уд А (aye TO. (9) 
Тогда это уравнение можно записать 
t (x) = — 2A + yA? (x) + уд + A(x + 

+ pAge 1. А (х) ее. 0) 


Примечание. Коэффициент у для фотопластинки содержится 
в последних трех членах (10). Амплитуда волны У, а именно 
А (х)е!® ®, содержится непосредственно в трех членах. Регистра- 
ция голограммы может быть в принципе произведена с любым 
когерентным источником, однако отношение Ао/А(х) очень ве- 
лико, поэтому необходимо использовать лазер, чтобы величина 
A(x) не была слишком мала. 


ЦЕ. Восстановление формы объекта 


Восстановление осуществляется легко и может быть про- 
ведено без оптической системы. 

Голограмма на пластинке освещается плоской когерентной 
волной Oo, Фронт которой параллелен пластинке (фиг. 38.3). Рас- 
пределение амплитуды в плоскости пластинки определяется 
функцией f(x), и нам нужно знать преобразование Фурье для 
амплитуды. 
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Чегыре члена функции ἔ(4) соответствуют следующим прост- 
ранственным частотам: 


— 2 А + yA’ (х) > частота 0, 


VA A (x) ef 0) — частота + Но == +H, (11) 
. УЛоА (4) ε- 19) > частота —u= — 3 , 


Результаты представлены Ha фиг. 38.3. Имеем 


прямую волну σο с амплитудой — 245 + yA? (x), распро- 
страняющуюся ποπ углом 9 = 0: 

волну 0.:, образующую угол - 0 с осью Ox η воспро- 
изводяшую волну & с точностью до коэффициента yA); 

волну σ--ι, имеющую такую же амплитуду, как и волна 
O+1, HO противоположную фазу (распространяется пол 
углом —6). 


Чтобы понять, как голограмма воздействует на плоскую вол- 
ну о, вспомним, что призма, «перевернутая вершиной вниз» с 


Фиг. 38.3 





углом а, поворачивает пучок на угол 0 и вносит сдвиг фа 
+ (2л/^)0х (фиг. 38.4). Тогда третий член в (10) можно интер 












σ 


Амплитуда 
радна +f 


Амплитуда , 
равна А(х)е Φα) 


Голограмма 





Фиг. 38.4 


претировать как амплитуду света, идущего от объекта и про- 
пускаемого упомянутой выше призмой. 

Прямой пучок света, распространяющийся под углом ϐ = 0. 
является очень ярким, в то время как пучок света, дифрагиро- 
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вавший под углом -0, сильно ослаблен и восстанавливает 
форму объекта. 

Увеличение. Если голограмма освещается светом с длиной 
волны А’, отличающейся от длины волны А, используемой для 






Vv, 
\\ 9+ ur. 38.5 





получения голограммы, TO волны σι и σι распространяются 
под такими углами --θ' η ---θ', что 


9’ 
ss (из теории решеток). (12) 


Видно (фиг. 38.5), что размеры объекта изменяются непосред- 
ственно с ДЛИНОЙ ВОЛНЫ. | 


ТУ. Голографические линзы 


Осуществляется интерференция плоской волны Xe со сфери- 
ческой волной Σ (фиг. 38.6). 


Фиг. 38.6 





1. а) Результирующая амплитуда в точке Р равна 
Ape i Pols) 4. Agi® (x), (13) 


Считаем, что A(x)== А == const; эта функция не изменяется 
при прохождении волны от центра О до конца поля. Ф(х) — 
разность фаз между волной Σ с центром в точке Г и плоскостью 
Ох (см., например, задачу о кольцах Ньютона); 


on x? о 
Ф (x) = = He’. (14) 
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Подставляя это значение M(x) в уравнение общего вида (3), 
находим 


Г (x)= АЗ A?+2A,A cos 7% =~ [ος + =|. (15) 


6) Амплитуда света, пропущенного голограммой при осве- 
щении когерентной плоской волной, равна 


t (x) = — 25 + yA” + yAy exp (1-2 Ox) A exp (j=) + 
+ yAp exp (— 36x) Аехр (— 15 2). (16) 


Обратите внимание на выражение для функции C(x): 
первый и второй члены: голограмма пропускает невозмущен- 


ную плоскую волну op с амплитудой — 245 + yA под углом 


— } 

третий член: голограмма ведет себя как перевернутая призма 
{отклоняющая волну под углом --θ) подобно рассеивающей 
линзе с фокусным расстоянием —{ |преобразующей плоскую 
волну в расходящуюся волну (фиг. 38.7)]; о! — расходящаяся 
волна, восстанавливающая форму объекта; 

четвертый член: в этом случае имеется эквивалент призмы 
«с вершиной вверх» или фокусирующей линзы с фокусным рас- 
стоянием | (фиг. 38.7,6); σ.ι-- сходящаяся волна. Окончатель- 
ные изображения показаны на фиг. 38.8. 

2. а} Результирующая амплитуда на пластинке равна 


Аоехр (— i-= 7 6x) + Aexp|j = — (x — d)|-+ AexpliF RP (+41. 
(17) 


6) Выводим выражение для амплитуды света, пропущенного 
голограммой: 


#(х) =22.48 — ЗА? |1 — cos = dx| + 
+ А, А {ехр[7 = πα — 4 + exp Е +7 (x ++ dy|} exp i= х } +- 
++ AoA {ехр =a 4] + 

+ ехр[-— 1-2 (e+ 4 |} exp(—/ ox). {18 


Имеем 
волну, распространяющуюся под углом 0 = 0, 
две расходящиеся волны под углом -{ 60, 


две сходящиеся волны под углом —9, которые образуют 
действительные изображения Τι Ἡα Г; объектов Γι и Το, 
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Я 2 
Рассеивающея линза —————> D =e" AF * 


TT te 


Фокусирующая линза ————»~ P= е` gee 
б 
Фиг. 38.7 
JT 
алограмма .. волна, басстанавли- 


< у Вающая объект 


пучок \ 
а Se Невозмущенный 
: ΕΙ и пучок 
г 





деиствительное 


кажущееся 
изобразжсение 


изображение 
Фиг, 96.0 
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Для простоты рассмотрим только эти два изображения. Два 
последних члена в (18) показывают, что ΤΙ и Το получаются 
сравнением голограммы 


с призмой «вершиной вверх», 

с двумя фокусирующими линзами с фокусным расстоя- 
нием | для длины волны А; их центры разделены расстоя- 
нием 24 (это расстояние преувеличено на фиг. 38.9). 









5 9 
| | | 
| | Г, 
ἱ ня 40 
i | Я 
S(A) 2a 
Ly ~~~ +70 
Onmuyeekad система’ Т, 
эквибалентная 7 
голограмме 20 
Е 
Фиг. 38.9 


Две линзы, пропускающие длину волны A’, имеют такое фо- 
кусное расстояние Г’, что 


[λ --- РА. (19) 


Уравнение для линз позволяет определить положения точек 
Tio и To. Находим 





1 | ] p+4 
Tot li pta 9 
| р κ. q pq (20) 
Используя треугольники 51.122 и ST iol, можно написать 
— 22 _рР+9 4 ah 
Od pO (21) 


Если пластинка подвергается воздействию рентгеновских лу- 
чей, а голограмма освещается светом лазера C длиной волны 
6328 А, то получается очень значительное увеличение. Однако 
необходимо помнить, что фотопластинка имеет конечное разре- 
шение. 


NV. Синусоидальная решетка 


Имеем 


I (x) = αἱ + A} + 2А,А» cos Ox. (22) 
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Если A; >> Ao, то проявленная пластинка пропускает амплитуду 


t (x) = — 241 + yA3 + УАьАьехр (| = 6x) + 
+ А.А. exp (— j= θε} . (23) 


Эта синусоидальная решетка позволяет пройти только прост- 
ранственным частотам 0, + ш и —#. Кроме центрального изо- 
бражения, имеются спектры порядков +1 и —1, где дисперсия 


{η К, Е. +] 
| 


| 
| 
eo: —_——- 


5 | 0 
| 


`Фиг. 38.10 


пропорциональна длине волны (фиг. 38.10). Эта спектрограмма 
не содержит спектров выше первого порядка. К сожалению, 
зернистость фотопластинки снижает разрешение. 


ЗАДАЧА 39 


Отражательные решетки 


Рассмотрим отражающий дифракционный зрачок шириной а 
и высотой ft >> а, освещаемый параллельным монохроматическим 
пучком света. 

Падающие лучи нормальны к большей стороне Й зрачка. 
Пусть {--- угол падения, a i’ — угол дифракции лучей относитель- 
но нормали к fi, которая будет основным параметром этой 3a- 
дачи. Определите выражение для интенсивности дифракции на 
большом расстоянии под углом Ё и определите знаки углов [и Г, 


i] 


Рассмотрим ряд из № зрачков шириной а и № зрачков шири- 
ной 6, освещенных так же, как и в I, но смещенных Ha е, как 
указано на фиг. 39.2. Их второй размер всегда Я > Бий а. 

1. Каково запаздывание колебаний, дифрагировавших от цен- 
тра С’ на В, относительно колебаний, дифрагировавших OT цен- 
тра С на а? 

2. Выведите выражение для интенсивности дифрагированного 
света в случае ряда зрачков а и b. 
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Считайте, что углы i uw Г достаточно малы для того, чтобы 
падающий и дифрагированный пучки разделились заметным 
образом. 





| 
к 





Фиг. 39.1 Фиг. 39.2 


3. Этот ряд из Ν зрачков (N велико) образует отражатель- 
ную решетку. Покажите, что соответствующий выбор величины 
е позволяет устранить спектры некоторых порядков. Примите 
a==b,i= 0. 


ИТ. Ступенчатая решетка (эшелет) 


Установка (фиг. 39.3) используется как ступенчатая решетка. 
Штрихи на решетке имеют вид, изображенный на фиг. 39.4. 





cere 
18 
(‘Som 
Фотозэлемент 
Фиг 39.3 
n 
; | 
fer | 
gE 
| / 
a ~ |i м 
Of-~. О _ tf pe 
A B 
№ 
Фиг. 39.4 


На металлическую поверхность АВ наносятся штрихи с пило- 
образным профилем. Поверхность ММ каждой ступеньки обра- 
зует угол 0 с направлением АВ и имеет ширину ММ = а. 

1. Объясните ход лучей на фиг. 39.4. 
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2. Падающие лучи нормальны к поверхности АВ. 

а) Напишите выражение для зависимости интенсивности 
света, дифрагировавшего под углом Г, от sini’ для ступеньки 
тириной а. 

6) Определите интенсивность дифракции в этом направлении 
для NV ступенек. 

3. Каким должно быть минимальное значение угла 8, чтобы 
энергия света, дифрагировавшего от решетки, концентрировалась 
в особом спектре вблизи A == | мкм? Каков будет порядок этого 
спектра? MN = а = 4 мкм. 





РЕШЕНИЕ 


Амплитуда света, дифрагированного зрачком шириной а, 
равна 
sin дна 
Fy (и) =a дна * (1) 
если принять 
sin i -ἵ- sin i’ 


y= ee. (2) 


Удобно считать началом отсчета углов нормаль к зрачку, а для 


Фиг. 39.5 





положительного и отрицательного углов взять обычное тригоно- 
метрическое направление. 
П. Амплитуда света, дифрагированного ступенькой 


1. Между падающими лучами, которые отражаются в точках 
Си С’ (фиг. 39.5), находим разность хода 


9; = СН =С'Е- ЕН =C’'K sinit+ecosi. — 
Так как угол + мал, 


2 
6,==4 sini +e, причем р=а-Ь. 
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Между лучами, отраженными в точках С и С”, имеется разность 
хода 


0=- [sind -+ sini’] + 26, 


отсюда 
4 
ф = при - = е. (3) 


2. Амплитуда дифрагированного света для ступеньки шири- 
ной р равна 


В (и) =a Иа 4g Sin aud ef? (A) 


Mua див 


отсюда интенсивность равна 
I, (u) =| Е. ЕР. 


3. Амплитуда дифрагированного света для решетки с № иден- 
тичными ступеньками есть 





Е (и) = ЕР, (и П-е®-- ... {+ ем 5%}, 
откуда 
sin? ΛΦ/2 
Г (и) =1F WP Sep (5) 
где 
Ф = 2лир. (6) 
Если a==b= p/2 то уравнение (4) упрощается к 
Py (u) = a 2" [1 + eft] = Заето AANA cos 9, (6’) 
откуда 
of sin лиа \? οφ 31“ ΝΦ/2 
Г(и) = ( лиа ) οος” 2 sin? Ф/2 ’ (7) 
sin mua 2де sin №2лна \? 
I (u) = 4a? (и Tua ) cos” | nua +" >| ( sin 9лиа ) у 


Окончательно можно написать 


Г(и)=4а 40° (σπα πω) (ασια). cos? | лиа 4 =). 
— —- 





πιιᾶ Sin 2дна 


ο 





I] 


Произведение Г представляет собой интенсивность дифраги- 
рованного света для решетки Фуко с периодом p= 2a, имеющую 
№ штрихов (см. задачу 35). Спектры четного порядка (кроме 
к —= 0) исчезают. Остаются только спектры порядков А = 0, +1, 
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+3, +5, ... Изменение / в зависимости’ от и показано на 
фиг. 39.6 сплошной линией. 

Функция / модулируется членом IT, функция со5*(лиа-+-2ле/)) 
имеет период 1/а, и положения максимумов и минимумов зави- 
сят от значения 6. Изменения члена П показаны на фиг. 39.6 
пунктирными кривыми. В зависимости от положения этой функ- 
ции некоторые определенные спектры могут исчезнуть. 





“паша 
τα) р. \ 
fl \ 
in cos *frua+ 2xe] / \ 
/ 
/ 
- | 
] 
/ 
/ 
| \\ LT. 
2Να 


Фиг. 39.6 


а) Если е = KA/2 (K—nenoe число), то член II равен 
cos*(mua). Максимум пунктирной кривой совпадает с нулем. 
Отражается Только спектр нулевого порядка. Спектры нечетного 
порядка исчезают. | 

6) Если е = Kn/4 (Κ-- нечетное число), то член П равен 
5112 (лиа). Минимум функции находится в начале отсчета. Мак- 
симальную интенсивность имеют только оставшиеся спектры не. 
четного порядка. 


ΕΠ. Ступенчатая решетка (эшелет) 


1. Фиг. 39.3. 
2. a) Амплитуда света, дифрагировавшего от одной ступень- 


ки, равна 


Sin πια 
Ει (и) = а πόνο, (8) 
где 
| —=-— ($10 + sini’), (8/) 


[ ==[F,(u) |? (см. пунктирную кривую на фиг. 39.7). 
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6) Амплитуда света, дифрагировавшего на решетке. 
В этом случае потребуется только выражение (5), если при- 
НЯТЬ 


Ф = 2π о 


>= x СН = = я CDsinCDH (см. фиг 39.8), 


(9) 


— =~ — sin(@ — 7’). 


3. Используя уравнение (8), можно видеть, что модуляции, 
обусловленной дифракцией от одной ступеньки, не возникает, 





~sin@=-A/Za й κα. sing! 
k=+f k= 
Pur. 39.7 
если 1Ξ- 0 или Г = --θ. Это соответствует обычному закону 
отражения. 
Н 
Фиг. 39.8 ὃς 
M ~~ 
— — —_ — — — — -- renee! ay — — — — 
C D N 


Для значения i’, соответствующего главному максимуму, 
Ф = 2kn 


или, наконец, используя (9), 





$11 (9 —#) = АА =- 





σσ — sin 29 = 2asin§@, 
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Наименьшее значение, разрешенное для угла 09, соответствует 
Е = |, а именно 


А | 
$9 ==> =-—0=724. (10) 
Если ступенька прочерчена под углом 0, то наиболее интенсив- 
ный спектр соответствует порядку R = +1 И дифрагированные 
лучи направлены под таким углом Г, что 


sini’? == — 

2a ‘ 
Положение других спектров определяется выражением (9), где 
для угла 0 подставляется его значение (10), однако можно ви- 
деть, что это положение совпадает с нулевыми минимумами (8). 
Вся энергия сосредоточивается в спектре порядка +1 (фиг. 39.8). 


ЗАДАЧА 40 


Нерегулярная решетка 


Дифракционная решетка Фраунгофера имеет ЗМ --1 штри- 
хов, которые считаются бесконечно тонкими, в результате чего 
можно считать, что дифракция света происходит одинаково на 
всех щелях. Закрываем одну щель из трех (включая первую и 


/.11. 11.1 


Фиг. 40.1 


последнюю). Определите условия для максимальной интенсивно- 
сти и найдите выражение для относительных интенсивностей, 
когда Ν становится бесконечным. 


РЕШЕНИЕ 


| 
Пронумеруем щели от 0 до 3N (фиг. 40.1). Все амплитуды 
дифрагированного света одинаковы. Разность фаз от одной щели 
до другой изменяется на 
2nd sini 
= 


-- 


если взять начало отсчета на щели 0. Нужно определить сумму 
exp (— jo) + exp (— 27) + exp (— 4/9) + exp (— 515) + 
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которая может быть записана как разность между двумя дру- 
гими суммами. Первая сумма получается рассмотрением всей. 
решетки: 


с Lm ехр [-- 7 (ЗМ +1) 9] 
» exp (— jug) ею) οοοσ- 


__ εχρ[--[2Ν +1) 9/2] exp [/ (84 + 1} 9/2] — exp [— 7 BN +1) $/2] __ 
exp (— j@/2) exp (jp/2) — exp (— j@/2) 


, 3N + 1) φ/2 
=exp(— jan) $ SS ee 


Вторая сумма обусловлена закрытыми щелями; 
3N 

. — 1 ехр [-- BW+)) 9) _ 
» exp (— j3ng) = | — exp (— 139) — 


- . ф\\ sin3 (М +1) 9/2 
= exp(~3N 4) οἴποφο ο 


Результирующее колебание определяется соотношением 


-- ф аш (ΑΝ + 1) $/2 — sin3(N +1) φ/2 
exp ( j3N +) sin φ/2 sin 39/2 |. 


и интенсивность пропорциональна квадрату выражения в ква- 
дратных скобках, которое обозначим через А 

Максимумы получаются для: 

a) ф/2 = Кл (К — целое число). Фазы колебаний, исходя- 
щих из щелей Ги 2, различаются на 2л. Все испущенные волны 
находятся в фазе: 


A=3N+1—(N+])=2N, 
I~ 4Ν”. 
6) o/2 ={(3К + 1)/3}л. Фазы колебаний, исходящих из ще- 
лей { η 2, различаются на 2л/3, а из щелей Ги 4 — на 2л: 
A= sin (2Ν +1) 1/8 sin(V +1) a 
. sin 2/3 7 sin π 
Во втором члене заменим л Ha д— в: 
в — "КУ Я =) __ sin КА ЕР я (М ЕП 


sin (7% — ε) sin 8 


Устремим ε к нулю: 
если № четное число, то B>N+1, А=1— (М-Н = 
=- —М, 
если № ‚нечетное число, то В — —(М-Г), А = —1 вы + 
+] = 
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Во втором случае { ~ №. 

в) ф/2 = {(8K + 2)/3}л. Фазы колебаний, исходящих OT ще- 
лей Ги 2, различаются Ha 4л/3, а фазы из щелей Ги 4 — на ἀπ. 

Рассуждая, как в п. 6, покажем, что 


I~ №. 


На фиг. 40.2 изображены результирующие значения ампли- 
туды для колебаний света, исходящего из щелей J и 2 в случаях 


резине 
© & 


Фиг. 40.2 


Набор щелей / и 2 образует «базис» периодической решетки, 
которая полностью получается за счет ряда трансляций на 3d. 
Эта задача дает простую модель, которая полезна при анализе 
кристаллических структур, элементарные ячейки которых содер- 
жат базис, построенный из нескольких атомов. 


Н 


Эти результаты сразу получаются при использовании преоб- 
разования Фурье. 

Мы знаем, что преобразование Фурье для разложения Ди- 
рака в ряд с периодом р есть разложение Дирака в ряд с перио- 
дом 1/р (приложение А). 

Рассмотрим последовательно решетку с периодом р и ре- 
шетку с периодом 3p. Амплитуды дифрагированного света изо- 
бражаются на фиг. 40.3 и фиг. 40.4 соответственно. 

Амплитуда света пропорциональна поверхности зрачка; та- 
ким образом, в данном случае она пропорциональна числу ще- 
лей. Пусть А будет амплитудой света, дифрагировавшего на ре- 
шетке с частично закрытыми щелями: 


A —- A — Ay. 
Значения функции { приведены как ординаты на фиг. 40.5. 
Находим: 
интенсивность главных максимумов ~[(3N + 1)—(N + 
++ ОР = 4%, 


интенсивность вторичных максимумов ~[N + 1] = №. 


ЗАДАЧА 40 ДИФРАКЦИЯ 





0 I/p 2/p и 
Фиг. 40.3 





Фиг. 40.4 





‘216 ЗАДАЧИ ПО ОПТИКВ ЗАДАЧА 41 


ЗАДАЧА 41 


Фазовая решетка 


(Рекомендуется сначала решить задачу 39.) 

Рассмотрим металлическую поверхность, на которой прочер- 
чены параллельные штрихи шириной а и высотой е. Она обра- 
зует отражательную решетку с периодом р = 2a, профиль кото- 


рой изображен на фиг. 41.1. Будем считать решетку бесконечно 
‚длинной. 


F(x) 





0 a 2a 8a г. 
Фиг. 41.1 
Для наблюдения поверхности решетки используем установку, 


изображенную на фиг. 41.2. Источник-щель помещается в фо- 
кусе F коллиматора 21. Эта щель параллельна штрихам решетки 


F(z) Fite 


ή {z) 





Фиг. 41.2 


и перпендикулярна плоскости рисунка. Она испускает монохро- 
матический свет с длиной волны A. Падающие лучи перпендику- 

„лярны поверхности решетки. Дифракционные спектры Sp обра- 
зуются в фокальной плоскости линзы Lo. Линзы Lo и Ёз иден- 

-тичны. Расстояния КО., 005, SpO3 и ОзЮ’ равны фокусным рас- 

‚ стояниям линз Lo И L3. В результате плоскости R и К’ являются 
сопряженными с увеличением, равным единице. 
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Считайте, что линзы имеют достаточно большую апертуру, 
чтобы лучи не перекрывались. Применимо преобразование 
Фурье. 


I. Обычное наблюдение 


Определите амплитудное распределение на плоскости Spy. Ка- 
ковы распределения амплитуды и освещенности на плоскости 
изображения КЮ”? Определите вид и контрастность изображения. 
Возьмите в качестве определения контрастности выражение 


Г -- Гиакс .. Гиин 
Г макс 


Рассмотрите специальный случай, когда е = A/2, A/4 и величина 
е мала. | 


|. Наблюдение фазовой контрастности 


Высоты прямоугольников е малы, в результате чего произво- 
димый ими фазовый сдвиг очень мал. 

В плоскости Sp поместите фазовую пластинку, которая задер- 
живает прямую волну на л/2. Сравните эти результаты с теми, 
которые даются в опыте, осуществляемом шлирен-методом. 


Чтобы повысить чувствительность метода фазовой контраст- 
ности, можно уменьшить амплитуду прямой волны до желаемой 





Фазовая Полуволновая 
пластинка — пластинка 
R р, bs д 
| 
F | 
| om 
Ppt 
sr 
by 
Ε 
Φητ. 41.3 


величины. Для этого добавим фазовую пластинку перед двояко-` 
преломляющей пластинкой (фиг. 41.3). Эта пластинка изго- 
товляется следующим образом: из полуволновой пластинки 
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вырезаются три пластинки Sj, So и S3 и пластинка $; вводится 
между So и S3 (фиг. 41.4). 

Пластинка $, закрывает изображение Γ΄ щели КГ. «Запазды- 
вающие» оптические оси ориентированы так, как показано на 
фиг. 41.4. Установлены анализатор А и поляризатор Р, который 
пропускает лишь колебания ОР, параллельные штрихам ре- 
шетки. Колебания, пропущенные анализатором, образуют с ОР 


р 





Фиг. 41.4 Полуволновая пла- Фиг. 41.5 
стинка, вид спереди. 


Запаздывающие оси локазаны двумя 
стрелками. 


угол л/2 —0 (0 — переменная величина) (фиг. 41.3 и 41.5). Опре- 
делите экстремальные значения для интенсивности. Найдите в 
зависимости от е значение 0, для которого изображение состоит 
из ярких полос шириной а, разделенных темными полосами той 
же ширины. 


РЕШЕНИЕ 


I. Непосредственное наблюдение 


1. Амплитудное распределение в спектрах. Если использовать 
выражение (6”) из задачи 39, то после нормировки и изменения 
начала отсчета фаз оно принимает вид 


чплна sin2Nrnua 2де 
Е (и) = πια sin Эли COS (лиа + А, ) ° (1) 


Так как М№-> со, то спектры очень узки. Они разделены ΠΡΟΜΕ- 
жутком 


] ] 
Au = — = —. 2 
= д (2) 
Положения отдельных спектров совпадают с нулями функции 
sin лна е и 2 3 
πια * ‘A а’ αἲ α 


Наконец, имеются лишь снектры порядков 0, +1, --δ, +5 ит. д. 
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Если принять 
4ле 
ф=— а, (3) 


— cos 
| ουν 2 φ 
---- 
ЗЕ. 
(==) == т, 
5\ 1 2... @ 
(+=) == 5 — sin. 
или в более общем виде 
К =0, F(0)=cos =, 
Е (и) = F (= 5 =) (4) 
2a — нечетное число Е (5) ==-ь 2 sin ® 
? ρα) "Kar 9° 


Функция ЁР(и) показана Ha фиг. 41.6 
Γι) 






ha 
cos 5 


5/2 a 





М2а 





Фиг. 41.6 


2. Амплитудное распределение в плоскости изображения. Это 
3 


распределение точно такое Ke, как и в плоскости объекта, так 
как спектр пропускается целиком. Из обратного преобразования 


M4 


"220 ЗАДАЧИ ПО ОПТИКЕ ЗАДАЧА 41 


Фурье получаем 


i’ (x) =f (= В.Т. [ЕР (и). (5) 
Зная, что 
0 (u — x) Быка el2m (K/2a) x — ο) Κπχ[α | (6) 
находим 
/ 2 _ 
i’ (x) = f(x) = cos $ — — sin $ [(е’ляла — ο” 18) -- 


+ τί Злх/а — ϱ- Ιδπλ/α) 1 Ξ (ο/ πλ/α — ο” Ιδπχία. -1- ‚, |, (7) 


φ Aj 


f’ (x) =} (x) =cos > — 


. . X 
— sin 2] sin = + 


I. x I, x 
+ 3 sindn — + = sin da— + ... |. (8) 
3. Распределение освещенности в плоскости изображения 
{фиг. 41.8): 
I (x) =I f(x) P=1 F(x) В = cos? -£ + sin? 9 
. TEX 1. 3x 1. блх 2 
[δή = + >sin == + sin a +. Le] , (9) 





Так как периодическая функция в квадратных скобках осцил- 
лирует между --л/4 и —л/4 (фиг. 41.7), находим 


: φ 
Гиакс == cos? = +. sin*—=—], 


2 
lynn = cos?—+, 
9 
Таким образом, 
— ein2 Ф 
P= sin’. (10) 


Специальные случаи 


Случай е = λ/2, ф=2л. В фокальной плоскости линзы Lo 
находится только спектр нулевого порядка. Плоскость изобра- 
жения равномерно освещена (Г = 0). Периодическая структура 
объекта полностью исчезает. 

Случай е = λ/4, ф = л. Обнаруживаем лишь спектры нечет- 
ного порядка: 


Г. mx 1 . 3Злх 
Ро = [т уз 2 -|-- ... |. 
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Равномерно освещенная плоскость изображения имеет равноот- 
стоящие черные полосы с промежутком а (Г = 1). Рельеф ре- 
шетки различить невозможно. 


sin 2X yf gin SAL 1 sin SAX, 
a а а 





Фиг. 41,7 _ 

I(x) 
a 

2 

COS 2 | 

| | 

. | ба Da x 

Фиг. 41.8 


Высота штриха е мала, сдвиг фазы ф мал. Изображение 
подобно прежнему, но имеет плохую контрастность. 


Il. Наблюдение фазовой контрастности 


Дифрагированная волна имеет опережение на л/2. - 
Амплитуда нечетного спектра умножена на ©"? — -Γ-|. 
Учитывая, что сдвиг фазы ф мал, получаем 


rw=F (£)x 


К =0, Е (0) = с0$ += [, (11) 

κ 
— с ας tL 

К — нечетное число, F (>- ο) —I yx sing kn? 


Таким образом, амплитуда в плоскости ображения есть 


f’ (x) =F. ТЕ (и = 1 - 22] sin + узш + ...] (12) 


a 





и интенсивность 


Пи (P= {1+ [т т +... 


Я 
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Пренебрегая членами с показателем степени у ф большими, 
чем 2, можно записать 








Г) = 1 -- --- Πρ ο. ... | (13) 

Гнакс == | + Q, ! wun == 1 — g, (14) 
_ 3φ — 

Г = Tap? Следовательно, Г == οφ. (15) 


Примечания. а) Мы преобразовали фазовые изменения в ам- 
плитудные, к которым чувствителен детектор. Рельеф решетки 
проявляется как изменения в освещенности, но изображение 
имеет плохую контрастность (пропорциональную сдвигу фазы ϱφ) 


(фиг. 41.9). 
{(α) 
- J+ 
αυ | И - 
ot Oot EE CEI HEE 


- | 
Гр! 
| 
| 
| 
| | 
9 a Pa id 


Фиг. 41.9. Фазовая контрастность. 


I(x) 


Фиг. 41.10 


6) В случае шлирен-фотографии прямая волна получает 
сдвиг фазы. Тогда амплитуда в плоскости КЮ’ равна 





Ἱ (ας) = + =-g|sin ο + зп σπα + ... |. 16) 
Таким образом, 

Г =-9 {sin = + sin salad J, (17) 

Iyace =, Tum = OST =H. (18) 


Образованное изображение имеет яркие полосы шириной а, 
разделенные тонкими темными линиями (фиг. 41.10). 
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Ili. Переменная фазовая контрастиость (прибор Кастлера — 
Монтарнала ) 


Уравнение (11)дает амплитуду спектров после прохождения 
фазовой пластинки. 

Поляризатор Р поляризует падающий свет. 

Пластинка S; не изменяет ориентацию колебания, переноси- 
мого прямой волной. 

Полуволновые пластинки 92 и S3 Поворачивают плоскости 
колебаний нечетных спектров на 90” (фиг. 41.11). 


Падающее —& 


с ς колебание $ 
2 | <> oy ye 
© 
fase | BY 
” 





Фиг. 41.11. Направление колебаний после прохождения через полуволновую 
пластинку. 


Прямые и дифрагированные волны всегда находятся под 
прямым углом, и их колебания взаимно перпендикулярны: 


Е (0) =1 (колебание параллельно направлению 
ОР), 19) 
Е (=) == — =. ф (колебание перпендикулярно направ- 
лению ΟΡ). 


Анализатор пропускает только компоненты колебаний вдоль 
направления ОД, так что 


Е (0) =зт0 (колебание параллельно направ- 
лению OA), 
κ (20) 
Е (=) = επ — COS 9 (колебание параллельно направ- 
лению ОА). 


Возьмем преобразование Фурье для амплитудного распределе- 
ния в плоскости 


| Злх 


Г” (х) = οἷπ + =" cos @ [sin ^^ + sin о ... |. (21) 
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Отсюда в плоскости изображения А’ 





I (x)= sin? @ + sin 0 cos @ “2 [зу Sax -|- ...|. (22) 


a 


Экстремальные значения интенсивности равны 


_ д ==5$11 0 [$10 + фсо$ 9], 


Го = $110 {sin 0 — фсо$ 0]. (79) 
9 = 0. Прямая волна не распространяется: /(х) = ф2/4. 
Это обычная шлирен-фотография. 

9 > 0. Если ф > 0, то имеем функцию Л > 1. Фазовое опе- 
режение сопровождается увеличением интенсивности. Положи- 
тельный фазовый контраст. Минимум интенсивности равен нулю, 
если функция /› = 0, так что 


Таким образом, 
λθ | 
6 a . (24) 


9—0. Обратный эффект, отрицательный фазовый контраст, 
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Получение и дифракция рентгеновских лучей 


I 


Нарисуйте и кратко опишите устройство трубки для получе- 
ния рентгеновских лучей. 

Излучение, выходящее из трубки, имеет непрерывный спектр, 
на который накладываются интенсивные линии, характерные для 
материала анода. Укажите источники линейчатого и непрерыв- 
ного спектров (не принимая во внимание их тонкую структуру). 

1. Найдите минимальную длину волны непрерывного спектра, 
зная, что разность потенциалов, приложенная к трубке, равна 
40 кВ. 

2. Найдите длину волны границы К-спектра поглощения меди 
для медного анода, у которого ионизационный потенциал элек- 
тронов самого глубокого уровня (К-оболочка) равен 8,98 кВ. 
Какую минимальную разность потенциалов надо приложить к 
трубке, чтобы можно было наблюдать линию, соответствующую 
переходу между L- и К-оболочками? 


ЗАДАЧА 42 ДИФРАКЦИЯ 225 


Требуется выделить линию Κα с длиной волны A= 1,54 А с 
помошью кристаллического монохроматора. Пучок рентгенов- 
ских лучей из трубки Т коллимируется узкими щелями Ри Ё” 
(фиг. 42.1) и направляется на поверхность кубика из хлористого 
натрия. Каково соотношение между длиной волны А, расстоя- 
нием 4 между кристаллическими плоскостями, параллельными 
грани кубика и углом 0, образованным лучом с поверхностью 
кристалла, при селективном отражении пучка с длиной волны AD 


„ == — ee 


—_— --- 





Фиг. 45] Фиг. 42.2 


Найдите наименьшее значение 9 при условии, что ионы СГ и 
Να” расположены в решетке хлористого натрия на расстоянии 


а = 2,81 A (фиг. 42.2). 


Ш 


Замените кристалл хлористого натрия другим кристаллом, 
кристаллические плоскости которого удалены друг от друга на 
неизвестное расстояние da’, которое нужно определить, измеряя 
угол селективного отражения θ΄ порядка К для / = 1,54 А. Угол 
θ΄ определяется с точностью до 6’. При каких значениях 0’ до- 
стигается наибольшая точность определения 4’? Для какого 
угла относительная точность будет достигать 1/1000? Какова 
наименьшая величина К, которая соответствует наиболыней точ- 
ности определения d’, приблизительно равной 3,1 А? 


IV 


Покажите, что если удалить щель F’ na фиг. 42.1 и вращать 
кристалл относительно оси, проходящей через точку С перпен- 
дикулярно плоскости рисунка, лучи с длиной волны A, расходя- 
щиеся в точке Г, после отражения пройдут через точку Р в пло- 
скости рисунка так, что CF = СР. 

Значения с, h, е заданы. 


8 Зак. 173 
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РЕШЕНИЕ 


1. Непрерывное излучение из рентгеновской трубки вызы- 
вается преобразованием кинетической энергии У,» электронов 
в энергию излучения при их взаимодействии с анодом. Каждый 
отдельный электрон при прохождении через металл испытывает 
торможение, излучая при этом фотоны с энергией ἄν = —AWsz. 
Максимальная частота Vm фотона, которую в этом случае можно 
получить, соответствует преобразованию полной кинетической 
энергии электрона в энергию излучения. При У, =еИ, можно 


найти 
—34 8 
о М = αμ πως ων -10-!9 м (0,31A). 
Vin еГь 1.60. 10 -4-10 


2. Граница К-поглощения отделяет излучение очень коротких 

длин волн, которые могут вызывать ионизацию К-оболочки 
атома, от более длинных волн. Для меди 

he _ 6,62-107*-3-10° 

eV rg 1,60- 107” - 8980 


1 


Ак == —1,38. 10“ М, 


Рентгеновское излучение, соответствующее пере- 

L ходу электрона между различными уровнями Г, 

K М, №, ... Ἡ уровнем К, может наблюдаться толь- 

ко в том случае, если К-оболочка, которая за- 

Фиг. 42.3 полиена у всех атомов, начиная с гелия; поте- 

ряет при ионизации один из своих двух электро- 

нов. В частности, это справедливо для линии К. (LAK, фиг. 

42.3). Следовательно, разность потенциалов должна достигать 
γι ---- 8,98 KB. 


I] 


Искомое выражение — это формула Брэгга 
24310 = КА (К — целое число). (1) 


Наименьшее значение 9 получается. при К = 1 µ при d, равном 
минимальному расстоянию между двумя кристаллическими пло- 
скостями хлористого натрия, параллельными. стороне куба ‘), 
так что 4 =а, а 


| 1,54 _ коки 
sin@ = 355 ==0,273, θ-- 15350’. 





1) Заметьте, что куб на фиг. 42.2 не является базисом решетки NaCl, a 
соответствует половине трансляции, совмещающей кристаллическую решетку 
саму с собой. 
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| уу 
Из соотношения (1) получаем 


24 cos 0’. Δθ΄ + 2sin 0’. Ad’ =0, 
Ad’ | __ 40 
d’ | tg’ ) 





Наибольшая точность будет достигаться при 0’ = л/2. При 
| Ad’/d’| < 10-3 необходимо, чтобы 


—4 
1,8, = 58°. 


Минимальное значение θ΄ равно 58° При целочисленных значе- 
ниях К только для К =4 получается 0’ > 58°: 


4+ 1,54 
sin θ΄ == So = 0,993. 


IV 


Пусть α есть угол, на который поворачивается отражающая 
плоскость кристалла (фиг. 42.4), так что луч FC’, исходящий 
из точки Р, падает на эту плоскость под тем же углом 0, что 


Е Р 


Фиг. 42.4 ασ τρ 
“, 


и луч FC до поворота кристалла. FC’ составляет с FC угол a. 
Пусть Р есть точка пересечения отраженного луча FC с окруж- 
ностью, имеющей центр С и радиус CF. Найдите симметричные 
положения Γι и ΕΙ точки F по отношению к двум последова- 
тельным положениям отражающей плоскости. Дуга РЁ! ==2а 


— 
и угол F\PF;=a. При второй ориентации плоскости отражен- 
ный луч соответствует направлению С’Р. 


8* 
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ЗАДАЧА 43 


Рентгеновский спектрометр с изогнутым кристаллом 


Вырезанный из кристалла хлористого натрия тонкий парал- 
лелепипед, толщина которого вдоль направления ОЙ мала, под 
воздействием внешней силы принимает форму цилиндра, в ко- 
тором плоскости, параллельные вначале ХОТ, преобразуются 
в коаксиальные цилиндры с общей осью R = ОС = 1 м, парал- 
лельной ΟΥ. При такой деформации можно допустить, что кри- 
сталлическая решетка не деформируется, а изменяется только 
ее ориентация. 

1. Покажите, что лучи, отраженные от кристаллических пло- 
скостей, параллельных YOZ до деформации, являются касатель- 
ными к одной и той же кривой для данного порядка дифракции 
К. Считайте пластинку бесконечно тонкой. 

2. Как изменится предыдущий результат, если пластинка 
обладает заметной толщиной? 

3. Покажите, что лучи, соответствующие порядку дифракции 
К, практически собираются в фокусе, и найдите его положение. 

Где располагаются различные фокусы ГК», получающиеся при 
Л, =] А? Расстояние между кристаллическими плоскостями, 
параллельными YOZ, равно d = 2,8 А. 


РЕШЕНИЕ 


1. Кристаллические плоскости, параллельные вначале пло- 
скости YOZ, а следовательно, и торцам пластинки, отражают 
только те рентгеновские лучи, которые образуют с нормалью 
СО угол 6», определяемый формулой Брэгга 


24 sin 0, == КА, (1) 


где К — порядок дифракции, 4 — период решетки кристалла. 

Вначале будем считать, что пластинка бесконечно тонка. По- 
сле того как она сгибается в дугу SS’ с центром С (фиг. 43.1), 
дифракция порядка К, происходящая в какой-либо точке Р, при- 
водит к возникновению луча, отраженного под тем же углом Oz, 
относительно нормали СР к кристаллической плоскости, прохо- 
дящей через точку P, или, другими словами, относительно ра- 
диуса, проведенного из центра С. При перемещении точки Р по 
пластинке расстояние СР = А и угол 60» остаются фиксирован- 
ными. Проведем из точки С нормаль СЁ к лучу, отраженному 
в точке Р. Тогда можно записать, что 


CF = К Уп 6, =const. (2) 
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Кроме того, все лучи; отраженные от разных точек на SS’, 
соответствующие одному и тому же порядку дифракции К, будут 
касательными к окружности радиусом Rsin@, и с центром в 
точке С. 

2. Рассмотрим пластинку конечной толщины и луч PF, отра- 
женный кристаллической плоскостью в точке Р под углом Oy. 


Z P ς! 


\| 






Фиг. 43.1 Фиг. 43.9 — 


Этот луч проходит через точку Р’на пластинке и образует угол 
9, с нормалью к кристаллической плоскости СР”, проходящей 


через Р’ (фиг. 43.2). Тогда 





СРзш0д, = СР’ зт 0% = СР. (3) 
Из геометрических соображений следует, что 
4 _ СР 
d’ ~ СР”’ 


и соотношение (3) принимает вид 
фут 0, = 4’ sin 8s, 


так что направление РР одинаково для лучей, отраженных OT 
любой точки Р и удовлетворяет уравнению (1). Таким обра- 
зом, толщина пластинки не влияет на выводы, сделанные в пер- 
вой части задачи. 

3. Из фиг. 43.1 видно, что если размеры пластинки малы, все 
отраженные лучи, соответствующие одному порядку дифракции, 
собираются в фокусе вблизи точки Ё, координаты которой равны 


x== CF cos 0, = Rsin 0, cos 0,, д 
z2=CFsin 0, = Юзш?0,. ) 


Для различных значений К уравнение (1) позволяет найти 
возможные значения Sin 6», а из уравнений (4) можно опреде- 
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лить координаты соответствующих фокусов Рь. Находим 


k — ] 2 3 4 

п 09 = 0,1786 — 0,3572 — 0,5358 £0,7144 
θε = 10°17” 256 = 32°24" 4 337 
cosO0, == 0,9839 0,9340 0,8443 0,7003 
хь (в м) == 0,175 0,333 0,452 0,500 
2в (в м) = 0,032 0,127 0,287 0,510 


При изменении 0, геометрическое место точек {Γι представ- 
ляет собой окружность, уравнение Которой имеет вид 


2+ (2---.) = 





Ее центр имеет координаты ху = 0 и 2 = R/2. В этом случае 
он расположен на середине СО (фиг. 43.1). Окружность прохо- 
дит через С и касается плоскости в точке О. 


РЕФРАКЦИЯ И ДИСПЕРСИЯ 


ЗАДАЧА 44 


Групповая и фазовая скорости 


Вычислите групповую скорость U волн, фазовая скорость И 
которых изменяется следующим образом в зависимости от длины 
волны: 

1. Акустические волны в воздухе: У = А, А — константа. 


2. Поперечные упругие волны в стержне: У = 4/λ. 
3. Глубоководные волны: V =Avh. 
4. Капиллярные волны: У = 4 νλ. 


5. Ионосферные электромагнитные волны: У = 4/с? + AA? 
(с — скорость света в вакууме). 


РЕШЕНИЕ 


Групповая скорость синусоидальных волн, каждая из которых 
характеризуется угловой частотой ® и волновым вектором 
о = 2π/λ. и угловые частоты которых распределены вблизи сред- 
него значения ὢ, определяется выражением 


da dv dV 
U= => Sa =V—Aas. 


1. Если У постоянная величина, среда не обладает диспер- 
сией и dV/dA =0, а 0 = И. 


А АД 
2. а. 








А ofr V 
ae о А, о’ 
A А 3 
=< +r 9 4/73 9 у 
5. = νο + An? А ое 


9ο) + 42^? 24 42 У 


См. также задачи 54 и 56. 


232 ЗАДАЧИ ПО ОПТИКЕ ЗАДАЧА 45 


ЗАДАЧА 45 


Измерение скорости света методом Фуко 


I 


Измерение скорости электромагнитных волн © использова- 
нием стационарных волн позволяет определить фазовую ско- 
рость Ug. В методе зубчатого колеса Физо, в котором исполь- 
зуются очень короткие импульсы, определяется групповая ско- 
рость Ug. Покажите, что метод вращающегося зеркала Фуко 
гакже дает групповую скорость Ug. При этом надо принять во 
внимание изменение частоты, происходящее при отражении от 





Фиг. 45.1 


движущегося зеркала. Покажите, что после отражения от вра- 
щающегося зеркала М (фиг. 45.1) волновой фронт, распростра- 
няющийся в диспергирующей среде, заполняющей трубку Т дли- 
ной [, подвергается дополнительному вращению после выхода 
в воздух и что это вращение добавляется к вращению, первона- 
чально вызываемому зеркалом. 


I] 


Майкельсон, используя этот метод, измерил скорость света 
в сероуглероде, заполняющем трубку Т, и нашел, что она равна 
о = с/1,77. Источник S излучал белый свет. Показатель прелом- 
ления сероуглерода имеет следующие значения для длин волн 
в воздухе, измеренных в мкм: 


№ 0,589 | 0,550 | 0,486 











1,628 1,640 1,652 











Покажите, что эти значения находятся в согласии с выводами 
первого раздела. 
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РЕШЕНИЕ 


] 


После прохождения через линзу L плоская волна, отклонен- 
ная при отражении от вращающегося зеркала М, входит в труб- 
ку Г. Если пренебречь обычно малыми релятивистскими эффек- 
тами, перемещение зеркала со скоростью и в направлении, пер- 
пендикулярном его плоскости, для излучения с частотой ν, па- 
дающего на зеркало под углом 1, приводит к такому же резуль- 
тату, какой был бы при перемещении источника со скоростью 
2ucosi. Таким образом, изменение частоты, обусловленное эф- 
фектом Доплера, составляет 


Αν ou 
Sb 0051. 


Знак + или — выбирается в зависимости от того, направлено ли 
движение зеркала навстречу лучу или от луча, падающего на 
него. 


(СЯ М 


Фиг. 45.2 И Je 
ei VY 


Учитывая это, допустим, что ММ’ (фиг. 45.2)— поверхность 
зеркала, вращающегося вокруг оси О с угловой скоростью «ο. 
Отраженная волна теперь не является монохроматической. Ее 
частота изменяется от точки М до М’ на величину 


Αν: «νεος (1) 


С 3 


если считать, что MM’ = 2R, и так как и = wR в точках Ли М”. 
Волновой фронт, проходящий через отверстие трубки АВ при 
нормальном падении, распространяется в заполняющей трубку 
дисперсионной среде с фазовой скоростью Vg, являющейся функ- 
цией у: 

dv 


Au, = —— - Av, (2) 
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поэтому, используя (1), получаем 


Ag _ 4% 4avR cos i (3) 
φ dv С ; 

Для сероуглерода, как и для всех прозрачных сред, ἄν φ/ᾶλ 
является отрицательной в видимой области спектра. Следова- 
тельно при вращении в указанном на фигуре направлении легко 
видеть, что скорость Up волнового фронта в точке А больше, чем 
в точке В. Волновой ‘фронт распространяется со средней скоро- 
стью, которая является фазовой скоростью Vm излучения, падаю- 
щего в точку О, где частота не изменяется, но он испытывает о 
вращение, угловая скорость которого равна 

of AA” — Avg ος 9% 2ων (4) 
4’ Β΄ 2R cos i ἄν Сс’ 


причем знак минус обусловлен тем, что направление w’ ΠΡΟΤΗ- 
воположно направлению w. Выражение, связывающее групповую 
скорость 9; с фазовой: 


| d ν [ У 4% 
И ος ау’ 








2 
g © ф φ 
позволяет записать (4) в виде 
20 
И 2 [Ш 
о 08 ως τς). 


За время At = 2//0φᾳ,  вобходимос для прямого и обратного 
прохождения по трубке, фронт волны поворачивается на угол 


где п = с/9‹ — показатель преломления для излучения с часто- 
той у. При вхождении в воздух волновой фронт, составляющий 
с поверхностью малый угол В, испытывает преломление, которое: 
преобразует угол В в угол αἱ 


а — пВ = 4ωἱ (5-5 
Up 
Это вращение при повороте отражателя будет происходить в том 


же направлении, что и вращение зеркала. Последнее, без учета 
эффекта Доплера, задается выражением 


Awl 
Ge (5) 
a 
для излучения частоты у. Результирующим вращением будет 
Г 
a+ 9 =—— 
Ug 


а не (5). Из него и находится групповая скорость. 
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Согласно сказанному выше, скорость ¢/1,77 является группо- 
вой скоростью. Чтобы связать ее с данными, указанными в за- 
даче, необходимо выразить ее через дисперсию ἅπ/άλο сероугле- 
рода. Имеем 

dv 
Щи ф 


где А — длина волны в среде. Поскольку 


С dn ορ 


i= у | РА ἷὓ-- 


Vp Я Оф 


А ан 
о ,=%(I+ > Tr 





Используя Ag == Ам, получаем 


a, 
Ee:  __ eee 


отсюда 
A dn _ № (1- Ao. at). 
dh on on aie п ам 


Выражение в скобках представляет собой малую поправку. 
Отсюда окончательно находим 


о «= (1+ = =). 





По условию задачи 


dn _ 0,024 № _ 0,55 
n 1640’ d&g 0,1031° 


Для средней длины волны оф  ϱ/ 1,64, следовательно, 


Uy — Up = τα (— 0,077} 


(отрицательный знак обусловлен ΤΕΜ, что dn/di < 0). Затем 
получаем 


| 
Ug — Uy = 0 (aa — τος) = Ter ( — 0,073). 


Совпадение является удовлетворительным. 
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ЗАДАЧА 46 


Скорость света в движущейся воде 


Опыт Физо по измерению скорости света в движущейся воде 
был с большей точностью повторен Зееманом. 

Длина каждой трубки [ составляет 6 м, а скорость течения 
воды 5,00 м/с. При температуре опыта показатель преломления 
воды для зеленой линии ртути (№ = 546 нм) равен 1,3345. Ре- 
гистрируется положение центральной полосы для какого-либо 
направления течения, затем направление течения меняется на 
обратное и находится новое положение этой же полосы. 

1. Найдите наблюдаемое смещение как функцию расстояния 
между полосами. 

2. В этом опыте вода, через которую пропускают свет, дви- 
жется относительно источника. Следовательно, имеет место эф- 
фект Доплера. Рассчитайте новые положения полос, принимая 
во внимание этот эффект. Можно ли пренебречь этим зффектом, 
°если окажется, что положение полосы может быть определено 
лишь с точностыо до 0,01 расстояния между полосами? Показа- 
тель преломления воды для Ap == 589 нм равен 1,3330. 


РЕШЕНИЕ 


1. Разность времен прохождения света в двух трубках равна 


| i 


Если пренебречь эффектом Доплера, имеем 


= и(1—-=), (2) 
следовательно, 
a oh 
Y= Set) Eee) “oe Ὁ 
i и n? it 





Смещение, выраженное через расстояние между полосами, равно. 


4.6.5,5 
и (1,7809 — 1) = 0,64. 
Αρ πιο: 546 at. 


2. Излучение с длиной волны №, испускаемое источником в 
системе отсчета, связанной ο водой, имеет длину волны 
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Mo = №ю -ἰ- АА. Показатель преломления должен быть найден для 
Ao. Тогда 


,. dn 
i ==N Ἔπῃς А№ 


Δλρ пи 


Знак -|- относится к трубке, в которой вода движется в направ- 
лении от источника. Отсюда 


dn и 


=n (lb lg . 


d 
Wan λος 


Фазовая скорость, определяемая формулой (2), равна 


6 | с __ απ и | 
0g ar и (1 — т) = (1, ο) (1—7), 
| № dn 


если заменить И”? на 1? и, следовательно, пренебречь членами 
при u/c. Уравнение (3) принимает вид 


2! 
At x 2 


oe 


21 — rho 


и смещение полос равно 


2111 9 adn - / nko dn 
Cho (x | — πλο dio — Ap (1— 2 —| a) 


Численный пример: 


Ар” —— 





0 
dn ου 2 1 --θΤβ, 
dig 43-10 
1,3345 . 456. 107"- 0,0015 
Ap” =0,64 (1 Se )= 
Р т 0,78 . 43 + 107° 


= 0,64 (1 + 0,034) =0,66 полосы. 


Таким образом, эффект Доплера необходимо учитывать, как 
это и сделал Зееман в своем опыте. 
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ЗАДАЧА 47 


Распространение волн в периодической дискретной 
среде 


Рассмотрим продольные упругие волны, распространяющиеся 
вдоль бесконечной цепочки точечных частиц, имеющих массу т 
и расположенных вдоль оси Ох с интервалом а. Со стороны 
каждой из этих частиц действует на соседние частицы отталки- 
вающая сила, пропорциональная изменению их расстояния от 
положения равновесия (фиг. 47.1). 





Фиг, 47.1 


1. Найдите уравнение движения для Π-Β частицы, обозначив 
ее смещение от положения равновесия через Sn, и покажите, что 
уравнения движения частиц имеют решение типа 


S, == 8 cos (at — ond). 


Покажите, что угловая частота ὢ изменяется в зависимости 
OT волнового числа σ и всегда остается меньше некоторой вели- 
чины Wm, Которую нужно определить. 

2. Найдите фазовую скорость синусоидальных волн, которые 
могут распространяться вдоль этой цепочки частиц и рассмот- 
рите ее изменение как функцию о. Найдите групповую скорость 
волн, угловая частота которых близка к заданной величине. 

3. При условии, что показатели преломления кристаллов 
NaCl и КС! имеют следующие значения для двух концов види- 
мого спектра: 

NaCl 1,537 1,568 
КС! 1,483 1,510 


определите число частиц, которое должно приходиться на длину 
волны, чтобы объяснить дисперсию, обусловленную описанным 
выше механизмом. Применим ли этот механизм к световым 
волнам? 


- 


PELUEHME 
1. Уравнение движения N-H частицы 
425 
т =— (5, . δη--ι) —^ (Sy .. $п+1) =k (Sp— T $1+1— 281), (1) 


где ^ — коэффициент упругости в законе Гука, 
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Этому уравнению удовлетворяет продольная волна 
s (ft) = S exp [J (at — σα). 


Определяется смещение только для абсцисс nd (п=1, 2,...), 
соответствующих расположению частиц, следовательно, 


s, (t) = S exp Π[(ωἱ — ond). (2) 


Подставляя решение (2) в уравнение (1) после деления Ha Sn, 
находим 
о Od 


та? = — k [exp (— Гоа) + exp (jad) — 2] = 4k sin’, 


откуда 
ла 


d . 
o= 0, sin =o, sin, (3) 
где 
AR 
2 —— 
eo m + (4) 


Угловая скорость @ Периодически изменяется в зависимости OT 
о. Период изменения равен в = 2л/^ (A = 24а). Для значений 
волнового числа 


2 
ак =o К (К — целое число) 


ω имеет ту же величину, что и для о. Максимальная величина 
© == Om Получается при в = л/4. Фиг. 47.2 иллюстрирует эти 





результаты. Вдоль рассматриваемой цепочки могут распростра- 
нятся только волны со значениями угловых частот, заключенных 
в интервале между 0 и Om. 

При ехр (12Кл) = 1 ренения (2) для би ок одинаковы. Если 
нужно получить однозначное соотношение между колебатель- 
ным состоянием и модулем волнового вектора, необходимо огра- 
ничить последний- интервалом 2л/4. Обычно выбирают следую- 
щий интервал: 


Λ 


ot 
—7 SOS 


>: 
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Положительные значения о соответствуют волнам, распро- 
страняющимся вдоль цепочки в положительном направлении, а 
отрицательные — волнам, распространяющимся в обратном на- 
правлении. 

Можно найти условия, налагаемые на волновой вектор, дру- 
гим методом: путем рассмотрения длины волны. Волна длиной 





Фиг. 47.3 


A= 124 изображена на фиг. 47.3 сплошной линией, так что 
о = 21/124, а пунктирная линия представляет волну 


, 
o = απ ( ва Та), 
так что A’ = 124/13. Смещения $ одинаковы. 
2. При использовании (3) фазовая скорость волн (2) может 
быть представлена в виде 
ο. = © _ Ond sin od [2 - sin od/2 (5) 
Фо 2 04/9 ~ ~°% σα ° 
В такой форме функция sinx/x имеет абсолютное значение, 
изменяющееся в зависимости от ов, как это показано на фиг. 47.4. 





5 





я 
а 
Фиг. 47.4 Фиг. 47.5 


Фазовая скорость максимальна и равна Uo при o == 0 (A = ov). 
Она понижается до 2/к == 0,635 от этого значения при o = л/4 и 
стремится к нулю вместе с ® при од == 2/4. 

Фазовая скорость в какой-либо точке Р на фиг. 47.2 опреде- 
ляется наклоном сегмента ОР (фиг. 47.5). Групповая скорость 
Ug = dw/do представлена наклоном касательной PT в этой точке. 
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Пользуясь (3), имеем 


Ug = Ont cos oe = vycos τς. 

Для очень малых значений о кривую ω(σ) можно считать совпа- 
дающей с ее касательной OA в начале координат. В результате 
Uo будет постоянной величиной, и цепочка частиц, которую MOX- 
но рассматривать как непрерывную среду в случае распростра- 
нения волн с длинами A >> 4, не будет обладать дисперсией. Из- 
вестно, что это имеет место при распространении вдоль струны 
упругих волн со звуковыми частотами. 

3. Выражение (5) можно записать 


__ εἰαπ/Ν 


обозначая через N == A/d число частиц, умещающихся на длине 
волны. Следующая таблица дает значения Vg в зависимости 
от N: 


№ 2 4 8 12 | 16 20 | οσ 


] 


Vo 


0,636 0,900 0,974 0,989 0,994 0,996 


Эф! 


























Относительные изменения показателя преломления и, следо- 
вательно, фазовой скорости составляют приблизительно 0,02 
для NaCl и 0,018 для KCI. Если для диспергирующей среды 
используется эта модель, то число частиц, умещающихся на 
длине волны, не должно быть больше 19. Однако известно, что 
расстояния ἆ имеют порядок нескольких ангстрем и, таким обра- 
зом, по крайней мере тысяча атомов умещается на длине волны 
видимого света. Теория дисперсии для этой области спектра 
должна учитывать внутримолекулярную структуру. 


ЗАДАЧА 48 
Дисперсионная формула Зельмейера 


| 


Квантовомеханическое выражение для дисперсии показателя 
преломления вещества как функции частоты у вдали от области 
поглощения записывается в виде 


ON у 2 | 
У, (1) 





Vig WV 
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где A — постоянная Иланка, ερ — электрическая постоянная, 
4; — дипольный момент перехода с частотой νι, а № — число 
молекул в единице объема. 

Принимая, что моменты 4; создаются гармоническими осцил- 
ляторами с зарядами g;, массами 1; и энергиями W == νι, πο- 
кажите, что уравнение (1) эквивалентно классическому выра- 
жению 





| №19 
= yi | (2) 


Axe, т, (м: — у?) 


В этом выражении каждый осциллятор имеет только одну соб- 
ственную частоту и осцилляторов столько, сколько собственных 
частот. }; — численный коэффициент, называемый силой осцилля- 
тора. Найдите выражение для |; в случае, когда рассматривается 
только единственный переход. Тогда окажется, что }; имеет по- 
рядок единицы и можно считать, что |; = I. 


I] 


Дисперсия показателя преломления водорода при нормаль- 
ных условиях (температуре и давлении) в интервале от 0,4 до 
9 мкм может быть представлена в виде 


п?=1-- 2,721 . 1073 -- №. 1078 (вм). (3) 


Чтобы связать это выражение с теоретическим (2), запишем его 
следующим образом: 


n?=14+ A(1+57). (4) 


Найдите значения A и В и убедитесь, что собственная частота 
осциллятора лежит в ультрафиолетовой области. Найдите отно- 
шение g/m. К какой частице применимо полученное значение? 
Плотность водорода ц = 9,0. 10-2 кг.м-3, число Фарадея Ne = 
— 965-10’ Кл, где Я — число молекул в одном киломоле и е— 
элементарный заряд. 


Ш 


В интервале между 0,3 и [0 мкм показатель преломления 
CaF, определяется формулой 


‚1—9 
+ . 5,10. 10 вм (5) 


— 1,26. 1077 


6,12. 19745 
2 —6 09 —_ 
09 =P a? — 8.88. 10—15 
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Запишите уравнение (2) в виде 


С см 4 Coo 


n= A ——-. 
Тя 2 A —~ Az 


(6) 


Сравнивая ero с (5), найдите выражения для A, Οι и Co. 
Определите Ay и Ao, а также отношение С5/С,. Предполагая, что 
осциллятор, ответственный за инфракрасное поглощение, пред- 
ставляет систему из двух ионов Е“, смещенных относительно 
фиксированного иона Са**, найдите отношение тн/Те — массы 
протона к массе электрона и сравните его с теоретическим зна- 
чением 1830 (mp = 19тн). 


ιν 


Покажите, что в рентгеновской области спектра можно пре- 
небречь собственными частотами всех электронов и ионов. Запи- 
шите (2) в виде 


—=1 --- КА?. (7) 


Получите выражение для К и его численное значение для меди, 
у. которой A == 63, плотность и == 8.103 кг.м-3 и атомный номер 
Z = 29. ; 

Вычислите значение фазовой скорости 9х и групповой скоро- 
CTH Ug в рентгеновской области спектра. 

Каков должен быть закон дисперсии для среды, удовлетво- 
ряющей соотношению Όφῦρ == C?, где с— скорость света в ва- 
кууме? 


РЕШЕНИЕ 


Энергия гармонического осциллятора с частотой νι опреде- 
ляется формулой 


И, == hv, — 4n°m,v?s? 


i- i? 


где $; — смещение. Дипольный момент d; = qg;S; Для осциллято- 
ров типа i имеем 


θΝνιά  2Nvisiq; «Να 


38 / = δεν . δεραπ πι ° 


Сравнивая (1) a (2), находим, что 


[1 == */s. 
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I] 
\ 
При у < уч; уравнение (2) для одного перехода можно записать. 
в виде 
№ а" | 


А м (1 
A4n"e mv? 1 — v*/v? An”e,mv? у; 


и с учетом, что A=c/v и №; ==С/У;: 


вт А (1-2 


где 
2 2 
В 


2 2? 
ἀπ 8 INV; Vi 


NG 
4n7e,0°m 
Сравнивая коэффициенты (3) и (4), находим 


211.107“ 


— А —4 — 
А = 2,712.19, B= οσο] 


откуда 


— 0,78. 1074 == λ, 


λιπ +/0,78: 107’  0,9- 10°’ m= 900A, 


A; лежит в далекой ультрафиолетовой области. 
Чтобы определить отношение заряда к массе осциллятора 
g/m, запишем 


A ре Νε 

В т Απ“ερο; ’ 

принимая 4 = ке, где е — элементарный заряд, а К — целое чис- 
ло. Имеем М = Хи/М (М — молекулярный вес в данном случае 
равен 1), отсюда 


Ме = New = 9,65-10°-9- 10-7 ==0,87-10' Ka 


45.9. 1018 


—— = 7. 
Ax -0- 103 10%; 


Ame gc? = 


отсюда 


2791. 10— 3.14.10! 
fr Smee 13-108! Кл КГ. 
m 0,78. 10—" 0,87. 107 / 


Величина e/m составляет 1.76. 101 Кл/кг. Тогда А =Ти oc- 
цилляторами, отвечающими за ультрафиолетовое поглощение, 
являются электроны. Известно, что переходы в ультрафиолето- 
вой области спектра связаны с изменением электронной энергии 
молекулы. 
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il 
Если в (2) оставить только два первых члена, имеем 
me №45 | 
о. (8) 


Заменяя ν на c/A, получаем 


м М9 М №4 №№ 
НП? = +3 OO ПО πο ПО πο τσ, 
4πι *e07m, Ай — re 4πι ερο᾽ My λ- — As 
ae Nae We 
2 2 2 2 2 f42 2 2 
—=1 С ие Нан -- С, dg A= 43 + 25) 
| a? 2—2 * 
С.А σι 


a =1+ СА Cos Е ο --σ 
+ 149! + 2142 + 42 — А} + 47 — № 
Таким образом, 
№91 - №45 
Ast?eqc?my, ’ 2" An®eoc* my, ° 


A=1+4CyAi+CA5, C) = 


Сравнение с эмпирическим выражением (5) дает следующие 
значения: 


4, —^/88,8 . 10-6 = 9,42 - 10-8 м = 
= 942 А (ультрафиолетовая область)» 
ho =A/12,6- 107 = 3,55 . 107° м = 
= 35 мкм (инфракрасная область}, 
Cy Coda Ay _ 5,10. 1073 (== 1015 - 15 105 №9? ЕВ 
ο, см λ 6,12.10-6\ 1,26. 1079 Nig; т 





Первый член в выражении для дисперсии относится к электрону,. 
и Gg; =е а т! = те. С другой стороны, gg =е (ион F- однова- 
лентен) и Mg = 19тн. Имеются два валентных электрона, кото- 
рые оба являются оптическими, и два иона F-, Считаем, что. 
N, == No, Тогда 
| 

Ho —________ = 1970, 

Пе 19.4,15. 10 
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Эта величина того же порядка, что и отношение 1830. Подобные 
приближенные вычисления играли важную роль на рубеже двух 
столетий, когда использовали предположение обатомной при- 
роде осцилляторов, активных в инфракрасной области спектра. 


ιν 


a) В рентгеновской области спектра ν очень велико (порядка 
1018), а ) — очень мало (порядка нескольких ангстрем). Таким 
образом, ν νι >> ve. С другой стороны, массы и ионов почти 
в 2000 раз больше, чем массы электронов, в то время как №, 
в (8) имеет такой же порядок, как No, а 91 — такой же, как Qo. 
Следовательно, последним членом в этом выражении можно 
пренебречь. Тогда, учитывая, что у — больше, чем все собствен- 
ные частоты электронов, имеем 


Ne? Ne?h* 


2 2 
ih” AZ — es SS CO OO eee ] — А, 
~ 4 воте\? Απ΄ EC" Me AM, 
принимая 
| К — Λο 
το Απξεισξηιρ ° 


№ — полное число электронов в единице объема. В каждом ATO- 
ме Z электронов, поэтому 


Ne=MNeZ +. 
Для меди 
7 8. 10° ΙΙ 
Ne = 9,65 . 10 +» 29 —-,— = 3,5 + 10 ; 
откуда 
—35.1010. (10—20, 108 
К =3,5-10''- 1,76 10" г = 2 10°. 
6) По определению 
ο. -- fe .. 
ο jl — КА? ° 
av av 0 (eA) (9) 


бе (м дс) д) 


Из (7) находим 
(7) +K=(z) > 


Ug — ИС. 


откуда 


Тогда имеем 
eee 2 
Ugly == ο”. (10) 
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Вообще, чтобы удовлетворить соотношению (10), необходимо, 


чтобы 


С 
Ug = nc, так как Όφξ-. 


Используя (9), можно получить 


ο d(cfa) _ — cfd? — НИ 
Чел) Ааа пб анал), 


таким образом, 


Ад ети, 
откуда 
пап _ 2а^ 
mwm—l 4 ° 


Теперь находим 
н? — |=—const- A’, 


ITO и является законом дисперсии (7). 


ЗАДАЧА 49 


Дисперсия в области слабого поглощения 


1. Исходя из уравнения (7) в задаче 51, дающего комплекс- 
ную амплитуду электрического дипольного момента, индуциро- 
ванного электромагнитной волной, для классической модели ато- 
ма, найдите выражение для комплексного показателя преломле- 
ния η Ξξ- Η--- jfk в газообразной среде, содержащей N атомов 
в единице объема. 

2. Из предыдущего выражения выведите соотношение для 
показателя преломления п и коэффициента поглощения Rk для 
случая, когда могут быть сделаны следующие предположения: 
поглощение очень слабое, так что при нахождении NM можно 
пренебречь величиной №; область поглощения очень узка, бла- 
годаря чему можно использовать уравнение 


05 — O° == 2%, (®, — ©), 


связывающее ω H Wo, если разность между ними не является 
существенной; в произведении ИК следует считать п = |]. 
3. Изобразите графически изменение И и К для этого случая, 
используя отношение 
1 = 2 (Mp — 6) 
8 


в качестве переменной. 
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4. Рассматриваемый газ пронизывается пучком немонохро- 
матического света, для которого поток энергии через единицу 


поверхности Фу = \ ®, do, где интервал dw полностью охваты- 


вает область спектрального поглощения. Предполагая, что мо- 
нохроматический поток My имеет одинаковое значение для всех 
значений ©, найдите величину потока —ЯФо, поглощаемого при 
прохождении через газ толщиной 4х, как функцию коэффициен- 
та поглощения А, найденного в ответе на третий вопрос, и плот- 
ность излучаемой энергии W(w). Вспомните, что 


со 


| dt - 
wel —л. 


= СХ 


Каково будет выражение для поглощения потока, если плот- 
ность энергии выражается как функция частоты у, а не угловой 
частоты в? 


РЕШЕНИЕ 
1. Исходным выражением для дипольного момента осцилля- 
тора с зарядом g и массой т является 
4” 
А, 
т (95 — ao + ρω) 
Поляризация P газа, состоящего из таких атомов, будет 
Р = ΝΡ, 
а комплексный показатель преломления 
Р Να” 
; (2) 


2 
n°—|—e,—-|= = к. 
Е 20 20 (of — ω” + jgo) 


p= (1) 





После разделения n=n—jk на действительную и мнимую 
части получаем 


№4 2 02 — © 
_ p2— a a a η 
и q* 
Пр = AT BO (4) 


207 (0; — a”)? + ρω a 


2. Приближения, допускаемые по условию задачи, приводят 
к выражениям 





da т στ 
28Η 4% (® — ©)’ + BO) 2 Mag и τι Γι] 
_ Να ρω τς, tf (6) 
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где С — постоянная величина, равная 


_ NG 
28011006 у 


3. Кривые, представляющие и — Ти Ё в зависимости от и, 
приведены на фиг. 49.1. При и =0 (@ = we) п— 1 — исчезающе 
малая величина, а А проходит через 
максимальное значение, равное С. При 

= +1 (|190 — |= 5/2) п — 1 προ- 
ходит через максимальное значение по 
абсолютной величине, равное С/2, в то 
же время А принимает значение C/2. 
Интервал 2]ωο--ω[ξ g является ши- 
риной линии поглощения. 

4. Закон поглощения для пучка 
монохроматического света может быть 
записан в следующем виде: 


_ Фи 


dx ο 2K Do, 





где К — коэффициент поглощения, свя- 
занный с показателем преломления 
соотношением К == ко/с. Потери пото- 
ка энергии по всей области поглоще- 
ния составляют 

_ ЧФ, 290 


.--- 
—, 


ax С 





\ ko do. (7) 





Заменяя № Ha его выражение (6), ® Ha @ и dw Ha —g/2-du, 
получаем 

AD, __ Фо №4? Ди 

ах _ 22015 \ и --|* 
Интеграл по всей площади, заключенной между кривой Ю (и) 
и абсциссой, на фиг. 49.1 дает значение агсёо и. Он имеет при- 
мерно одинаковое значение в спектральном интервале, где по- 
глощение существенно и в интервале от — со до со. В послед- 
нем интервале он равен π, откуда 


dD, _ ФоМла? 
dx Это ° (8) 


Световой поток параллельного пучка связан с плотностью энер- 
гии соотношением Do == CW (с — скорость электромагнитных 
волн в среде, где и предполагается близким к единице). При 
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использовании Dp из (7) W можно теперь выразить в функции 
«хи (8) принимает вид 


dD, _ Nxq@ 
“de Зет © (9). 


2801 
Если взять v== 0/27 в качестве переменной и учесть, что 
Φρ(ω)αω = Do (v) dv, 


D, (@) = στο Dp (v) => $ (У), 


ro = AT wy), (9) 


αχ Ag im 
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Полосатые спектры. Аномальная дисперсия в парах 


Интерферометр Майкельсона установлен таким образом, что 
изображение M> зеркала Mo, даваемое разделительным зерка- 
лом Sp, составляет угол α с зеркалом Λι, а расстояние между 
Μι и М (изображение My в Sp), 
измеренное вдоль АГА’, имеет за- 
данную величину АВ = ео. Линза L 
проектирует изображение М! на пло- 
скость Р с единичным увеличением 
yy. (фиг. 50.1). 

2 1. Интерферометр освещается 
светом с длиной волны А. Объясни- 
те, почему наблюдаются прямые 
равноудаленные полосы в плоскости 
Р. При условии, что в интервале 
5 см располагается 250 полос, опре- 
делите расстояние между полоса- 

A MH Ги угол α для λ 3009,14 А. 

Фиг 501 2. Монохроматический HCTOU- 

ник заменен источником белого 

света. Что наблюдается в плоскости Р при условии, что ϐρ со- 
ставляет величину порядка 1 ММ? 

3. Щель спектрографа расположена в плоскости Р. Щель 
очень узка и параллельна полосам, наблюдаемым в монохрома- 
тическом свете. Она проходит через точку 4’, являющуюся изо- 
бражением точки A, создаваемым линзой L. Что получится на 
фотопластинке, если интерферометр освещен источником не- 
прерывного спектра? Для упрощения этого и последующих во- 
просов примите такие допущения: 
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дисперсия спектрографа линейна относительно волнового 
числа в рассматриваемой области; 

положения максимальной освещенности на пластинке опре- 
деляются по соответствующим волновым числам д; 

увеличение в направлении, перпендикулярном направлению 
дисперсии, равно единице. 

Найдите ео, зная, что расстояние между двумя последова- 
тельными максимумами освещенности укладывается между 
длинами волн A = 3009,14 А и Ao = 3034,12 А 50,2 раза. 

4. Спектрограф наклонен так, что входная щель, которая 
всегда проходит через точку A’, составляет некоторый угол 0 
с направлением монохроматических по- 
лос. Положение точки М на щели опре- 
деляется ee растоянием y= А’М от A’ 
(фиг. 50.2). На рисунке полосы верти- 
кальны и порядок интерференции возра- 
стает слева направо. Найдите разность 
хода для лучей, интерферирующих в точ- 
ке М, как функцию 8, ео, 8, σ  ἵ--- рас- 
стояния между полосами в плоскости Р 
для излучения о. Что наблюдается в пло- 
скости фотопластинки, если источник яв- Фиг. 50.2 
ляется непрерывным в Таком спектраль- 
ном интервале, где можно пренебречь изменениями i в зависи- 
MOCTH OT oP? 

5. В каждом плече интерферометра помещаются закрытые 
цилиндрические кюветы длиной d с прозрачными параллель- 
ными окошками, установленные параллельно плечам. Обе кю- 
веты одинаковы, но одна из них откачана, а другая содержит 
нагретые пары олова. Расположение кювет таково, что разность 
хода для интерферирующих лучей уменьшается по абсолютному 
значению для излучения, у которого показатель преломления 
газа больше. 

Вспомните, что дисперсия показателя преломления газа 
определяется уравнением Зельмейера, которое для поглощения 
отдельной линии при низком давлении можно записать в виде 

— Bag 


Π -- |= -- = 
У — Vo 





где Л№ (== 1/%) есть длина волны поглощаемой линии, а В — ве- 
личина, связанная с числом атомов в единице объема, а также 
с зарядом и массой электрона. (Это соотношение нарушается 
при У == Vo.) 

Интерферометр освещается источником белого света. 

а) Что происходит с выражением, полученным в ответе на 
предыдущий вопрос? 
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6) Что наблюдается Ha фотопластинке вблизи Vo? Пока- 
жите, что каждая полоса имеет в двух точках горизонтальные 
касательные (параллельные направлению дисперсии спектро- 
графа}. Полезно сделать замену переменных х == — Vo. 

в) Найдите значения хи и для этих точек. Найдите расстоя- 
ние между касательными Ay и выразите ero как функцию i, В, 
Ди ес. 


Численный пример: 
sind =0,1, 
d --- 20 см, 
Β-- 600 м для ^==3009,14 А. 


РЕШЕНИЕ 


1. Наблюдаются полосы равной толщины при интерференции 
на воздушном клине. Расстояния между полосами в монохро- 
матическом свете 


50 
i= 5550 =0,2 MM. 
Кроме того, имеем 
| λ 3009,14 3.101 __ 
i= следовательно, απ >= бэ. 1’ — 64 Ра ад =2,5. (1) 


Qa’ 
2. Наблюдение в белом свете. Порядок интерференции 


px ~ 4000 


высокий. Плоскость Р освещена белым светом. 

3. Щель спектрографа параллельна полосам. Наблюдается 
«канавчатый» спектр, имеющий около пятидесяти ярких полос 
между 3009 и 3034 А. 

Разность хода в направлении оси интерферометра такова, 
ЧТО 





ὃ = 2ey == RyAy == ολο == (Ry — 50,2) λο, (2) 
следовательно, 
— 50,2%. _ 3. 108 
a= An 50,2. 24,98 
И 


__1 _ 50,2 9-108 _ 45,18 7 
= sh = 2 94.98 49.86 ‚ 107А 


еу = 0,94 мм. 
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4. Щель спектрографа наклонена к полосам под углом 0. 
Пусть А’& — ось, перпендикулярная направлению полос. Раз- 
ность хода в некоторой точке на абсциссе & 


ὃι = 2 (20 + αξ). 


Заменяя % выражением, полученным в ответе на первый BO- 
προς, а & на ysin 0, имеем 


λ sin 9 
ὃι =? (++ узш ) —%, + ИАТА. 
Е ^ ιν 
Таким образом, разность хода в точке М равна 


ὃν = ey + ИАА. (3) 


Если спектральный интервал мал, то можно считать { постоян- 
ной величиной. Наибольшая интенсивность интерференционных 
полос получается при 


91 —= Αλ (k — целое число). (4) 


<| & 


Дисперсия спектрографа линейна относительно волновых чисел 
(возьмите коэффициент пропорциональности равным 1), Комби- 
‚нируя (3) и (4), можно записать: 


у =С (Е — 267), (5) 
принимая i/sin 0 = const = С. 


Это уравнение прямой линии с наклоном — 2Сез. Ось у пересе- 
кается в точке y == СЁ, а пересечение с Α΄ будет при V = Е/2е%. 


$ 
СК 
К 
Фиг. 50.3 C(k-kp) 
| ν 
Α | 
ΙΑΡ | 


Яркие полосы являются отрезками прямых (фиг. 50.3). Порядок 
интерференции в точке A’ для длины волны Ag обозначен че- 
рез Ro. 

5. Дисперсия в парах олова. а) Кювета создает дополни- 
тельную разность хода, равную 2(й — 1) 4. Следовательно, новая 
разность хода в точке М (принимая во внимание знак в соот- 
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ветствии с условием) будег равна 


2 —(n — Па sr ysin 9]. 


Уравнение Зельмейера дает 
Bho 


ΛΑ} — Vo | 


(6) 





Π --- |= — 


В спектральном интервале, где { можно считать постоянной 
величиной, наблюдаем интерференционную картину для 


НЕ 


у 7 —% 





Обозначив % — Vo = х, получаем 


y=C | (Е — 20 — 2Βλος) — 2 (хе +=*)}. (7) 


6) Это уравнение позволяет описать полосу порядка k в 
спектральном интервале около Vo (но при VV). 
K+1 


i" 
NY, 


М. C(k-ky) 


A =8C \jBde —— — ~~ — —@ — — = 
3 | 1 А+! 


— 





Фиг. 50.4 


Точки δι и Р2 с горизонтальным касательными задаются ус- 
ловием 4и/4х = 0, так что ео — Ва/х? = 0 или x= VBd/ep. 
Подставляя значения х в уравнение (7), получают расстояние 
между двумя точками P; иР. (фиг. 50.4): 


Ay=4C (ο a) 24 + a/ = - Ува ) =8C ^/ В άερ. 





ЗАДАЧА 51 РЕФРАКЦИЯ И ДИСПЕРСИЯ 955 


Численный пример: 
--- FO 5/90 VD. 107? = +. 847 M7}, 


Co 107? 
x= -+ 3,47 см", 


Ay = 8+ ~.4/600 -0,2- 107 = 16/18 . 1071 — 5,5 мм. 


В уравнении (7) при x >+4/Bd/e, член 
2Biod = 2 - 600- 0,3- 107°- 0,2 =72- 107 
пренебрежимо мал по сравнению с 24/B dey == 2 ^/12. 107°” 


Вблизи точек P; и Ρο участки яркой полосы порядка k опреде- 
ляются уравнением 


y= C](k — κο) —2 (хе + 24 |. | (8) 


Для других порядков светлые полосы получаются одна из дру- 
гой путем смещения параллельно оси Oy (фиг. 50.4). На 





Фиг. 50.5 


фиг. 50.5 показан вид полос, наблюдающихся для газа, имею- 
щего много линий поглощения. 


ЗАДАЧА 51 
Рассеяние электромагнитного излучения в классичес- 
кой атомной модели 


Рассмотрим атомную модель, в которой электрон с массой 
Те и зарядом е упруго связан с атомом и способен совершать 
гармонические колебания. Пусть Wp будет его собственной угло- 
вой частотой. 
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При свободном колебании этот осциллятор излучает энер- 
гию. Потеря энергии в единицу времени определяется выра- 


жением 
aw , 
4 Ест 3 р”), 


где W — энергия, t— время, с — скорость света, р — электриче- 
ский дипольный момент осциллятора, а (03) — среднее значение 
квадрата второй производной от р по времени. Потеря энергии 
приводит к затуханию колебания. Найдите коэффициент зату- 
хания 6, происходящего в результате излучения осциллятора. 


i] 


1. N одинаковых независимых атомов в единице объема, опи- 
сываемых указанной выше моделью, помещаются в поле парал- 
лельных лучей излучения с угловой частотой ὢ и с колебаниями 
электрического поля вдоль оси Оу. Падающее излучение рас- 
пространяется в направлении Ох. Под действием этого поля 
атомные осцилляторы совершают вынужденные колебания. Рас- 
считайте электрический дипольный момент атома. 

Атомные осцилляторы, совершая вынужденные колебания, 
сами излучают. Найдите выражение для полного потока, рас- 
сеиваемого единицей объема среды, как функцию энергии па- 
дающего излучения. | 

2. Рассмотрите случай, когда в >> @* или № < №. Пока- 
жите, что интенсивность рассеянного света пропорциональна 
^—4, где A— длина волны падающего и рассеянного излучений. 
Найдите отношение интенсивности падающего света к интенсив- 
ности рассеянного света в единице объема. Предположите, что 


А 


N == 1035 м-3; = =0,1. 


Найдите также отношение интенсивностей излучения, рас- 
сеянного в красной области, для А == 7000А, и в фиолетовой, 
для A= 4000 А, в предположении, что интенсивность падаю- 
щего излучения одна и та же в обоих случаях. Обсудите эти 
результаты и покажите, что с их помощью можно объяснить 
голубой цвет неба и красный цвет заходящего солнца. 

3. Наконец, рассмотрите случай в в, имеющий место 
в рентгеновской области. Найдите выражение для рассеянного 
излучения в этом случае. Рассчитайте отношение интенсивно- 
стей рассеянного излучения к падающему, принимая в этом 
случае № = 1022 см-!. 


ЗАДАЧА 51 РЕФРАКЦИЯ И ДИСПЕРСИЯ 957 


Сравните эти отношения для CU H ΡΟ, принимая в пер- 
вом случае число атомов в CM? равным 8.1022, a во втором — 
3. 1022, Предполагается, что все электроны атомов принимают 
участие в рассеянии рентгеновских лучей. 


1. Теперь рассмотрите проводник ς проводимостью \. Пред- 
полагая, что среда непрерывна, напишите для этого случая 
уравнения Максвелла. Считая, что электрическое поле изме- 
няется синусоидально C угловой частотой ® и распространяется 
в направлении Ох, найдите действительную и мнимую части 
комплексной диэлектрической проницаемости. 

2. Установите дисперсионное соотношение для металла. 
В этом случае можно предположить, что электроны, отвечаю- 
щие за оптические свойства, являются свободными, так что 
«о = 0. Считайте, что показатель затухания g отличен от нуля. 

Выведите выражения для действительной и мнимой частей 
комплексной диэлектрической проницаемости. 

а) Рассмотрите случай ® > 2. Найдите действительную и 
мнимую части диэлектрической проницаемости. Сравните их 
с результатами, полученными в разделе [Ш, | и найдите показа- 
тель затухания как функцию у. Что обращает на себя внимание 
в этом выражении? 

6) Рассмотрите случай ® < #. Обсудите дисперсионное вы- 
ражение для этого случая. Найдите длину волны №, для кото- 
рой комплексная диэлектрическая проницаемость равна нулю. 
Обсудите свойства среды для А > Ap HA №. 

3. В случае Π1,2,6 выразите комплексную диэлектрическую 
проницаемость как функцию Ag и A и рассчитайте коэффициент 
отражения А среды при (A/Ao)? <Ти при (λ/λο) 2 1. 

4. Найдите силы осцилляторов для Cs, Rb, К, Na и Li при 
условии, что соответствующие значения Ag равны 4400, 3600, 
3150, 2100 и 2050 А и число свободных электронов в | м3 равно 
0,85. 1028; 11.1028; 1.3.1028; 2,5. 1028 и 4.5. 10535 соответственно. 


РЕШЕНИЕ 


Осциллятор обладает электрическим дипольным моментом 
р = es, где $ — амплитуда движения электрона. Поскольку дви- 
жение является гармоническим, имеем р == — гр. Так как Wo — 


величина порядка 101 с! можно взять среднее значение 


Q Зак. 173 
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. I .. 
(Pp) = р°в выражении для потери энергии в единицу времени 


AW wjes?, 
“dt ~~ V2me,c8 , (1) 
Энергия осциллятора | 
W = 5 M OS (2) 
и тогда 
ЧУ we? 
de — Free, ο (3) 


Таким образом, энергия уменьшается BO времени экспонен- 
циально: 


W = Wyexp(— =), 


-- блеос те 
t= 22° 
Φρ6 
т — постоянная времени. За время т энергия уменынается на 
1/е = 0,368 часть своего первоначального значения Ш. Для ви- 


+ 
| 


Фиг. 51.1 


димого излучения (в А 102) это время порядка 10-7 с. Следо- 

вательно, оно содержит болыное число периодов. Движение 

осциллятора является не чисто синусоидальным, а скорее сину- 

соидальным с экспоненциальным затуханием. Оно может быть 
найдено при решении уравнения 

42$ ds 05 

me +e +2 =0, (4) 


Те 


где искусственно вводится сила трения теб (4$/АР), пропорцио- 
нальная скорости; & есть коэффициент затухания. Чтобы найти 
его, приравняем потери энергии (3) к работе, производимой ис- 
кусственно введенной силой за единицу времени; 


ds ds _ ο 9 nned 
ος Е dim M ,25,,05 COS ot, 
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где ω является исевдоугловой частотой, а 6? =: — 5/2. Так как 


движение затухает медленно, можно допустить, что W = Wo. 
Среднее значение этой работы, совершаемой за.время боль-. 
шого числа псевдопериодов, равно 


| 2 — 
7 11,88. 0$ = В. 


Приравнивая к (3), получаем 


=. (5) 


i] 


1. Под влиянием поля Е, = Ем sin wf электрон подвергается 
действию силы еЁ; и совершает движение, уравнение которого. 
выводимое из уравнения свободного Движения (4), имеет вид 


ть (Чаи + αφ) = + еЕ. (6) 


Так как напряженность поля Е, имеет синусоидальный ха- 
рактер, запишем ее выражение в комплексной форме Em ехр(]16), 
а у заменим комплексной функцией у = Ymexp(ip)exp (fot), из- 
меняющейся с той же угловой частотой, что и частота прило- 
женного поля. Уравнение (6) дает 


У" т, (08 — 0 + igo) 


и индуцированный момент имеет комплексную амплитуду 
е?Е т 


m, (6% — о" -- igo) 


(7) 


Dn = πέψη = 


модуль которой равен 
е?Ё пи 


т, ^/ (63 — 0? + Pa? 


Излучение от этого синусоидального момента р эквивалентно 
излучению диполя Герца. Среднее значение потока, излучаемого 
им в пространство, имеет вид 


4.2 otetE?2 
ор Е. 
(Фу=——— = 


1212 с° 12 пес т? [(αὔ — a”) + g 20° | 


Если атомы независимы, как в случае идеального газа, их излу- 
чение некогерентно и среднее значение излучаемого потока 
в единице объема есть N(®). С другой стороны, энергия падаю- 
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щего монохроматического излучения, проходящего через еди- 
ницу поверхности в единицу оремени, дается выражением 





(3) = 5 а,сЁ1,, 
Отсюда находим 
Ν (Φ) Notet 
©) влет [(αῦ — 0°) + #07] и 
2. Если ως >> o*, выражение (8) сводится к следующему: 
№(Ф) Νας бабе , 1 (9) 
(г)  6nerc'mot бет м 


так как ® = ὀπε[λ. Видно, что интенсивность рассеяния, при 

прочих равных условиях, пропорциональна A~*, 
Для М == 1028 м-3, в/о = 0,1 и отношение (8) имеет значение 
№(Ф) _ 10°. (1,60.10—'9)* «10771. (36л . 10°) 


=— м 5. 
(©) . бл. (3 . 10°)* . (9,1 . 10—31)? 6,63 10 


Отношение интенсивностей рассеяния голубого и красного 
света равно (Aup/Ar)*, если (=) для них имеет одинаковое зна- 


чение, так что 
ap — (my 48. 
— 


3. Если © «< ©”, что имеет место для рентгеновских лучей, 
и поскольку в рассеянии участвуют все Z электронов атома, 
в единице объема содержится NZ осцилляторов и (8) прини- 
мает вид 








т - родит — 3,3. 10 WZ. (10) 
Для СИ: 
oe = 33-1078. 8-108. 29 =7,65+ 107, 
Для р 


--- 3. 10-3.3. 1028. 82 =8,12 . 1071. 
(6) 
Эти два значения почти равны. Если находят коэффициент рас- 
сеяния единицей массы путем деления выражения (10) на плот- 
ность р рассматриваемого элемента объема, причем р = NA/K 
‚ (где А — атомная масса, а %— число Авогадро), то отношение 


N@) _ Rio) .-- 
Ee = Ae δι. 1071 (11) 
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зависит только от отношения Z/A атомного номера к атомной 
массе рассматриваемого элемента. Это отношение равно 0,453 
для Си и 0,395 для Pb. Для легких элементов оно близко к 0,5, 
так что массовый коэффициент рассеяния для рентгеновских 
лучей является величиной постоянной. Эта закономерность, од- 
нако, выполняется только для средней области рентгеновского 
спектра. 


1 


1. Уравнение Максвелла для проводника с омическим со- 
противлением 
ОЕ 9Η 
гор Η ΥΕ γε. rot --- — uy 


Ot ° 


Тогда можно записать уравнение распространения электриче- 
ского поля, изменяющегося вдоль оси Oy и распространяюще- 
гося в направлении Ox: 


д2Е O7E 
Ax? = шо (в а +Y (12) 


решение его является гармонической функцией времени. В этом 
случае 

ОЕ 0°Е 

δε 





и (12) принимает вид 


OPE __ (e—j2 0*E 
дх? μοι 8—7 Лор 


Это соотношение имеет вид уравнения волны в вакууме 


PE _ д?Е 
Fur == воМо-958 


но электрическая постоянная #0 заменена здесь комплексной 
диэлектрической проницаемостью 


‚ \ ( iv 
e = —_— —— —— —— eee 5 
е— 1% 8ο le — та (13) 
в; — действительная часть комплексной диэлектрической прони- 
цаемости, a Υ/ερῶ — ее мнимая часть. 
2. При наших допущениях уравнение (6) движения элек- 
трона в металле приводится к виду 


ЧУ т с 
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Его решение: 
— еЁЕ 


Ут — те (— 9? + jgo) * 


Находим, как в II, |, индуцированный момент р, затем электри- 
ческую поляризацию среды Р = Np и, наконец, относительную 
диэлектрическую проницаемость по формуле 


Р 
Е РЕ. 
Тогда 
Να, т (15) 





в, = 1 -[ 


Комплексная диэлектрическая проницаемость „==, -+ je” 
имеет действительную часть 


Ne? | 








Тито FO (16) 
и мнимую часть 
Νορ ] 
σσ 5 
ὃν тю |) --- ὦ (17) 
а) При g>>o выражения (16) и (17) приводятся к виду 
rp Ne? 
e, ερίπεβ” ° 
ги — Ne? 
r ερ/πρῶρ ° 
Сравнение последнего выражения с (13) показывает, что 
y _ №1 
ερω — Ботов 
и это позволяет найти © как функцию у: 
Λο” 
из (18) 


ее величина не зависит OT ®. 
6) При g<o выражение для дисперсии (15) принимает вид 


в р Ne с (19) 


Eq iNew? An?c*egiNe 


Это выражение обращается в нуль при такой длине волны Ag, что 


рр 4π’ο Ερ/1ρ 


Ελ. | (20) 
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При Л > № диэлектрическая проницаемость металла является 
комплексной величиной ‘И характеризует его поглощательную 
способность. При λ < № диэлектрическая проницаемость пред- 
ставляет собой действительную величину, меньшую единицы. 
„Металл становится прозрачным. 
3. Выражение (19) можно переписать, принимая во внима- 
ние (20): 
6, = 1 ——. 


2 
0 


Коэффициент отражения при нормальном падении определяется 


формулой 
(и) (ник) 
ale, +1 Ами. 
При λ «λ RO, 


При №№ ВА. 


Последнее выражение хорошо выполняется для сильно погло- 
щающих тел. 

4. Интенсивность осциллятора или сила осциллятора | — это 
то число, на которое надо умножить второй член в теоретиче- 
ском дисперсионном соотношении, чтобы получить согласие 
с экспериментальными значениями. Выражение (19) принимает 
ВИД 


— | — Ме? А; 
4π”ο“ερῆῖιρ у 
и, учитывая (20), получаем 
] 4π-ο- 8ρΊΊ 
[Tae ο συ 
"Тогда 
47 с“воте - απ... 109.91. 107°! — 1115-10" 
е? 4π-9- 10) «1,60. 107!) | 


Величины, заданные в задаче, позволяют рассчитать произведе- 
НИЯ Nios а следовательно, и значения 7 (21). Находим ux: 


Металл Cs Rb K Na Li 
Naz-10* 16,45 1425 12,89 11,02 18,90 
f 0,68 0,78 0,865 1,02 0,59 
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ЗАДАЧА 52 


Дисперсия и отражение ионных кристаллов 
в инфракрасной области спектра 


Рассмотрите двойной кристалл типа NaCl, образованный 
ионами Nat и Cl-, расположенными в узлах кубической ре- 
шетки, которая предполагается бесконечной (фиг. 52.1). Тепло- 
вое движение, кроме всего прочего, вы- 
зывает колебания, при которых две ион- 
ные подрешетки смещаются как целое 
друг относительно друга. Предположите, 
что взаимодействие соседних ионов 
(имеющее место на близких расстояни- 
ях) можно представить вблизи положе- 
ния равновесия с помощью упругой воз- 
вращающей силы с коэффициентом Ао. 
Относительные смещения ионов создают 
электрический дипольный момент в каж- 
и 7 MOH ячейке решетки. Кристалл приоб- 

© No UL ретает однородную поляризацию Р, что 

Фиг. 52.1 приводит к возникновению электрическо- 

го поля Е, одинакового внутри кристал- 

18; при этом на каждый ион действует дополнительная (даль- 
нодействующая) сила. 





1. Покажите, что, если и есть относительное смещение поло- 
жительных и отрицательных ионов с зарядом —е и приведен- 
ной массой и, уравнение движения имеет вид 


02 
и == — κι -- еЕ 1) 


и что поляризация Р определяется уравнением 
I 
Р=-; (а, +a) E + eu], (2) 


где A: и 4... — поляризуемости ионов, а V — объем, содержащий 


пару ионов. 
Прежде всего вспомните определение электрического смеще- 
ния OD в изотропной среде с относительной диэлектрической 


проницаемостью в„: 
, р = Ερ8,Ε —= ερ: +- р. (3) 


ЗАДАЧА 52 РЕФРАКЦИЯ И ДИСПЕРСИЯ 965 


2. Решением уравнения (1) является гармоническое движе- 
ние с угловой частотой ®. Эта угловая частота принимает значе- 
ние ὢ,, если имеют место лишь короткодействующие взаимодей- 
CTBHA. 

Найдите дисперсионное выражение ε,(ω) из уравнений (1), 
(2) и (3). Покажите, что оно может быть записано в виде 


2 


ее. Е Talay’ (4) 


где. г, — относительная диэлектрическая проницаемость для 
электростатического поля (ω -> 0), а =» — относительная диэлек- 
трическая проницаемость для высоких частот (w > w:). 

Изобразите кривую &,(®). Пусть ®; — частота, для которой 
в, == 0. Найдите соотношение ®:/®; как функцию Ες И 8». 


Нарисуйте кривую зависимости коэффициента отражения К 
от ® при нормальном падении света на кристалл. 

Пусть ®, — частота, для которой К = 0. Найдите соотноше- 
ние между Wr, Wt, 83 И oo. 

Приложение: для NaCl экспериментально найдены такие 
значения: A, == 31 мкм, А, = 61,1 мкм, ες = 5,62 и =» = 2,25. 

С какой точностью выполняется предыдущее соотношение? 


IT] 


Экспериментальные кривые &,(&%) и ^(®) значительно отли- 
чаются от теоретических кривых, найденных в разд. Ги II. 
В частности, в, остается конечной величиной при wo = ®ь Ἡ 
имеется максимальное значение К, меньшее единицы, при опре- 
деленной частоте Wm. Чтобы интерпретировать эти результаты, 
в уравнение движения (1) введите член, учитывающий тормо- 
зящую силу --γ du/dt. Что произойдет с этим уравнением, имею- 
щим периодическое комплексное решение? Что произойдет 
с уравнением (4)? Предположите, что отношение y/wf мало 
и рассмотрите, как это влияет на кривую К \(®). 

Хэвлок показал, что это выражение стремится к виду 


ona (1+ es)’ (5) 


be — 


С помощью этого выражения найдите Am для NaCl и срав- 
ните ее с экспериментальным значением, равным 52 мкм. 
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РЕШЕНИЕ 


1. В рассматриваемом кубическом кристалле одно и то же 
уравнение описывает движение вдоль направления Любой из 
осей куба х’х, y’y или 22 (фиг. 52.2). Из-за кубической симмет- 
рии кристалла коэффициент Ao одинаков для любого направ- 


Ζ 


Фиг. 52.2 





ления перемещения. Уравнения движения обоих видов ионов 
имеют вид 
аи a*t 

My ро == Ry (uy — и-) tek и πι. = — ky (и — и.) —еЕ. 
Умножая эти уравнения поочередно на M_ и M+, затем вычитая 
одно из другого и разделив полученный результат на т. -- т, 
получаем уравнение (1). Дипольные моменты, обусловленные 
двумя видами ионов, равны соответственно. 


ен. tab  --οι. --- а-Е. 


Первый член соответствует смещению иона, а второй — его де- 

формации. Поскольку в единице объема содержится 1/V παρ 

ионов, поляризацию Р можно получить умножением суммы ди- 

польных моментов на 1/V, после чего и придем к уравнению (2). 
2. Гармоническое решение уравнения (1): 


k 6 

9 0 

— и = — —ut—eE, 
µ Lb 


Если поле Е равно нулю, т. 6. если нет дальнодействующего: 
взаимодействия, это уравнение приводится к виду 


— ou = — US — би, 


отсюда 


1ἱ ] 
πω σοι 9 


Диэлектрическая проницаемость г, получается из соотношения 
(3), так что, используя (2), находим 


о Έτ (7) 


Ионы слишком тяжелы, чтобы следовать за полем в случае оп- 
тических частот, и поэтому в уравнении (7) надо учесть только 
первые два члена: 


ο (8) 


В электростатическом поле ЕЁ; (® = 0) уравнение (7) прини- 
мает вид 
е 


в 6 
Eg ау | 
откуда 


a4 ae на ᾱ-- _ __ 
= | + ——_— tor == στ , (9) 
Из (7), (8) и (9) получаем дисперсионное соотношение (4) 


ες --ε 
ε τε τς 


При © = ®; получаем в, = с. Значение г. положительно при 
0 << о, [второй член в правой части (4) при этом положи- 
телен] и при ωι < ®, где в; такое 
значение ὢ, что при ее увеличе- 
нии второй член является отри- 
цательной величиной, меньшей 
чем Eo по абсолютной величине. 
Тогда в; соответствует в, == 0, 


так что 
oy = 0; / 2. (10) 


Показатель преломления n= 


= 4/8, является, таким образом, 
комплексной величиной: п = И — Фиг. 02.3 

— jk; п— вещественный показа- 

тель преломления, а kK — коэффициент поглощения; п принимает 
действительные значения при частотах, меньших ®; и больших 
wo, Между этими пределами значения, принимаемые п, чисто 
мнимые (фиг. 52.3). 
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Коэффициент отражения при нормальном падении можно 
получить с помощью обобщенной формулы Френеля 


ο (πι 1 (a—1)?+ Е 
В=(ыг) и. _ ἂν 


Между значениями ©; и ®ь где п — чисто мнимая величина, 
К == k?/k? = 1 (фиг. 52.4) и имеет место полное отражение. 


Фиг. 52.4 





0 


Ю становится исчезающе малым при n= 1, или е, = |, так что 
для данной частоты ®,, используя (4), получаем 


0) 2 -- ὃς — ] 
(op) = «т. . 
Приложение. λ  Απε/ω, поэтому 


С (С 


С другой стороны, 


ες — | _ 4,62 
Eon — | [ος == 3,09. 


Соотношение (12), таким образом, выполняется с точ- 
ностью 5%. 


Для гармонического решения, записанного в комплексной 
форме, уравнение движения 


δη 


Иа ан У a — — Ro = eE 
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принимает вид 
— И = (-- οἱ - πω) и +2. 
Теперь достаточно заменить 7 на в -| (jy/U)@ в расчетах 


ко второй части этой задачи, чтобы получить вместо (4) дис- 
персионное соотношение 


ὃς $ со 
n’ = (n — jk)’ =e, =, Торе) = 
ей, 113) 


ο — a + j (y/p) ο 


где A=(e,—e,,)@} является константой. Разделяя действи- 
тельную и мнимую части комплексного показателя преломления 
в (13), находим р 
ее 
(oj -—o + (Wie) e 
Ayo 


oF + Oe 


Видно, что благодаря наличию члена с у, п? всегда принимает 
конечное значение и никогда не является мнимой величиной. 


п. 
1 


Фиг. 52.5 


ω, м ω ω 


Кроме того, К всегда меньше единицы, т.е. отражение никогда 
не бывает полным. Ю достигает высоких значений (0,8—0,95) 
только между ὢι и Ωι (фиг. 92.5). 

Приложение. При заданных численных значениях величин 
уравнение (5) имеет вид 


(ο) = (Ga) att Sie = 1355. 


— 6 595 мкм. 


Aim ^/1,355 


откуда 
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ЗАДАЧА 53 


Пропускание поглощающей тонкой пленки 


Рассчитайте коэффициент пропускания Т поглощающей 
пленки с параллельными поверхностями при толщине пленки 4 
н комплексном показателе преломления п. Пленка находится 
в воздухе, и на нее падает перпендикулярно поверхности пло- 
ская волна с частотой w. Что происходит с выражением для T, 
когда толщина @ намного меньше длины волны падающего из- 
лучения? 

Если дисперсия показателя преломления может быть запи- 
сана как 

η΄ =n +s — 
ο” --ορ"τ igo 


(ср. с задачей 49), покажите, что пропускание очень тонкой 
пленки имеет минимум при частоте Wo. 


РЕШЕНИЕ 


Пусть Е; — комплексная амплитуда электрического поля па- 
дающей волны (фиг. 53.1), Е, — амплитуда волны, отраженной 


Е; 


Фиг. 53.1 


ει 


от первой поверхности Σ, Ει-- амплитуда прошедшей волны, 
Ε; — амплитуда волны, отраженной от второй поверхности У’, 
и Е, — амплитуда волны, пропущенной второй поверхностью. 

На поверхности 2’, где определяют начальные фазы, условие 
непрерывности для Е имеет вид 


а для Н == (Π/ομο) Е | 
п (В, — В/) = Ej, (2) 
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Подобным образом на поверхности xX, учитывая толщину 
пленки, находим 


Е, + Е, = Е, ехр (— jond) + Е; exp (jond) (9) 
Е; — Е, = пЕ, ехр (— jond) — ΠΕ, exp (jond). (4) 
Складывая почленно (1) и (2), находим 
2E; = (1 +n) Е, + (1 — п) Ε.. 
Вычитая (2) из (1), получаем 
Складывая (3) и (4), имеем 
2E; = (1 + п) Е; ехр (— опа) + (1 — п) E; exp (jond). 


Отсюда 


ay 


Е _ (в, (1 -- η) Е, 
Е (1-+n)E, exp (— fond) + (1 — п) Ε΄ exp (σπα) * 
(Ел) — (1 — п)? 
(1 п)? exp (σπα) — (1 — п)? exp (σπα) ° 
Если а < ^, то od = 2nd/. <1. Выделяя два первых члена в 
разложении экспоненты, получаем 


4n 
ο 4n = 2σπά η) T  (Jod/2) (1 -F п), 


i= 


Коэффициент пропускания определяется следующим образом: 
] ] ] 
1 — (jod/2)(1-+n) ΤΕ (04/9) Ч +1”) 100419) — п?) 


[в пренебрежении членами с (04/2)*]. Величина Г минимальна, 
когда [σα (п? — п?) принимает максимальное значение. Если 
теперь 

А 


п? =n? + > 
и так как о = ω/ο, 
ν 4.2 9 ICA (9° 
join —r) = жж. 
( ) С (a? — wp) -|- ρω” 
Производная 


=| ω” |- πα (в — ο”) 


действительно обращается в нуль при © == Wo. 
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ЗАДАЧА 54 


Электромагнитные волны в плазме 


Атмосферный газ состоит из положительных и отрицательных 
ионов и содержит в единице объема N ионов с зарядом +e и 
массой М и М ионов с зарядом —е и массой то. 


Пренебрегая влиянием нейтральных молекул, найдите: 

1. Выражение для относительной диэлектрической проницае- 
мости Такой среды для электромагнитных волн с частотой ν. 
Покажите, что роль положительных ионов незначительна, по- 
скольку масса М во много раз больше массы Mp. 

2. Фазовую скорость Vg электромагнитных волн с частотой 
у, если магнитная проницаемость среды равна единице. Мини- 
мальное значение частоты Vo, для которого Veg является действи- 
тельной величиной. 

3. Соотношение между фазовой скоростью Ve, групповой ско- 
ростью Ug волн в такой ‘среде и скоростью с волн, распростра- 
няющихся в вакууме. 

4. Радиус кривизны траектории электромагнитных волн, рас- 
пространяющихся в направлении, перпендикулярном вертикали, 
если принять, что в атмосферных газах при увеличении высоты 
на 100 м относительная величина ΔΝ убывает на 6% и что ча- 
стота рассматриваемых волн » = 2%. Определите направление 
кривизны траектории. 


I] 


1. Пространство разделено бесконечной плоскостью на две 
половины, в одной из которых (1) находится описанный выше 
ионизированный газ, а во второй (2) такой же газ, но свободный 
от ионов. Определите значение коэффициента отражения энергии 
(при перпендикулярном падении) для волн с частотой у = 2%. 

2. Каков должен быть угол падения для тех же волн, падаю- 
щих на поверхность раздела при заданной ориентации электри- 
ческого вектора падающих волн, чтобы колебания электриче- 
ского вектора отраженных волн были перпендикулярны плоско- 
сти падения? 

гассмотрите оба случая, когда волны распространяются в на- 
правлении от (1) к (2) иот (2) к (1). 

Численные значения: Ν == 1,226.1012 м-3 (заданы также зна- 
чения ο, Me HC). 
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РЕШЕНИЕ 
I 
1. Уравнения движения ионов имеют вид 
475 425 
My == — @Е т sin at, М т = cL, sin of, 
enn CE yw, . 
те sin wf, ὃ => sin of, 


где $ и $ имеют противоположные направления. Tak как S/s — 
— m/M, то 5 пренебрежимо мало по сравнению с $, если тю 
мало по сравнению с М. 

Диэлектрическая проницаемость тогда равна 


№ | Ne? 
Ερ/ρω: Ад2вото\? ’ 


e, = 1— 





1,296-10!2.956-107 8.45.9. 109 ' 104 


ρ.--- 
"ὐῤω -- о оч О пач оной в бой ово" 
— | ae a 


4n2-9-107~2!y? у? 


2. Фазовая скорость Vm связана со скоростью света в вакууме 
соотношением 
— ee АК . 
Με, all — (Ne?/4n2eqtt ov") a/1 = ον) ° 


Чтобы Ug имело действительное значение, подкоренное выра- 
жение должно быть положительным, так что 


Ne* 
amar <1) 
Att бором 
Частота у должна тогда иметь значение, большее граничной ча- 
СТОТЫ Ve, определяемой соотношением 


У: = a = 10’ 
c АА’ ο 
Тогда можно записать 
h 

9 

\) 

С 

8 > ] — 2 


3. Соотношение между групповой Vg и фазовой Ve скоростями 
может быть записано как 


1 _ 4 fv = 1 dw) _ 1 dv γε) 
Ό ав (a) = ау (5 -)= С с ἄν ’ 


8 
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так что 
ο. ᾱ ν ---ᾱ αν νε) _ 
ο, dy у? dy 
ν | — Uv 
А, — ЗА 

д/у? ~ v2 α/ 1 — (v2/¥) 6 

Таким образом, 
Ug * Up = ο 


4. Кривизна линии, вдоль которой распространяется фронт 
волны, определяется выражением 


Toda т 940) de, 
оп 42 22 dz 6, dz’? 
1 1 6” ам | у αν 
© 96, 428m? dz 2, Му? dz°* 
Для ν-- 2ν, 
| | αν 





— = — д. = ~4 .. — 4 
6° N de ο тг Юм, р=10 м. 


В то время как NV уменьшается при увеличении высоты, εκ — уве- 
личивается и 4/42 положительно. Траектория изгибается вниз. 


1. Коэффициент отражения энергии при нормальном падении 


имеет вид 
R=(4=1)= мт) 
n+ Με, +1 
для Любого направления распространения 


= (Bt) = RNY = (=) (0,0758 « 107% 


4/0,75 + 1 0,866 -|- 1 1,856 


2. Искомый угол — это угол Брюстера tg, который опреде- 
ляется из соотношения 


ἱρίμῤτ-η---νε, =0,866. 
Для волн, распространяющихся в ионизованной среде, 
[в == 40°54’, 
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При распространении в противоположном направлении 


ра, 


i’, = 4996’. 


ЗАДАЧА 55 


Колебания плазмы 


Покажите, что в изотропной среде решения уравнения Мак- 
свелла имеют вид продольных плоских волн, то есть плоских 
волн, у которых электрический вектор Е параллелен волновому 
вектору в. Каким условиям должен удовлетворять показатель 
преломления среды, чтобы эти волны могли распространяться 
в ней? 


I} 


Выведите уравнение, определяющее показатель преломления 
плазмы для монохроматической волны. Пренебрегите столкнове- 
ниями ионов и электронов. Покажите, что ионным вкладом в по- 
ляризацию вообще можно пренебречь. При каких условиях в 
плазме устанавливаются продольные колебания электрического 
поля? Определите фазовую и групповую скорости соответствую- 
ЩИХ ВОЛН. 


РЕШЕНИЕ 
J 


Уравнения Максвелла для плоской монохроматической волны 
с угловой частотой ο: 


EX 0=— шоН, (1) 
HX o= oD. (2) 

О — вектор смещения, связанный с Е: 
Р — εξ = 8,2 Е = Е | Р, (3) 


так что относительная диэлектрическая проницаемость & и по- 
ляризация среды Р связаны соотношением 


Р = (2, ~ 1) EE. (4) 


Условие существования продольной волны, Е | в, приводит, в со- 
ответствии C (1), к равенству Н == 0. Поэтому из (2) следует, что 
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D = 0, и из (9) 
28 —= —Р. | (5) 


Направления векторов в, Е и Р указаны на фиг, 55.1, Уравне- 
ние (5} при подстановке в (4) приводит к 


e, = 0. (6) 


Чтобы могли существовать продольные электромагнитные волны, 


0 
p 6 Е 
Фиг. 55.1 


согласно уравнениям Максвелла, показатель преломления среды 
п=_/г, должен обращаться в нуль. 


ii 


Столкновениями ионов и электронов можно пренебречь, если 
рассматривать их как свободные частицы. При таком условии 
смещение $ одной частицы с массой т; и зарядом (алгебраиче- 
ская величина) е; определяется уравнением 


d*s , 
ft; Wp = οι mn sin of. 


Этому соответствует электрический дипольный момент 


e* . 
4 = es = τος Е и ot, 


Поляризация среды, обусловленная этими заряженными части- 
WaMu, при наличии N невзаимодействующих частиц в единице 
объема равна Р = Nd. Из уравнения (4) получаем 


2 9 
№ _ PINs (7) 
8, — 6 6? 6. т. 2 * 

0 "ο р т 


Здесь Ne и Me относятся к электронам, М, е; и т; — к положи- 
тельным или отрицательным ионам. Суммирование производится 
по всем ионам. Поскольку плазма нейтральна, концентрация по- 
ложительных ионов равна сумме концентраций отрицательных 
ионов и электронов. Член в уравнении (7), относящийся к ионам, 
пренебрежимо мал, поскольку массы ионов во много раз больше 
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массы электрона. Принимая это во внимание, найдем, что усло- 
вие (6) выполняется, если 


6ο 
ω-- α/ 2. (8) 
Это выражение показывает, что ὢ не зависит OT в. Кроме 
того, фазовая скорость Vg = ®/о не подчиняется соотноше- 
ниям, выведенным при изучении волн. Групповая скорость. 
Uz = dw/do равна нулю. Видим, что здесь имеют место колебания 


электрического поля и электронов, а не волны в их обычном по- 
нимании. 





КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА 


ЗАДАЧА 56 


Электромагнитные волны и волны де Бройля 


] 


Рассмотрите поток частиц с массой покоя M9, движущихся в 
вакууме прямолинейно с постоянной скоростью U. 

1. Пусть все частицы имеют одну и ту же скорость. Обозна- 
чив энергию частиц через W, а импульс через р, напишите выра- 
жение для волны де Бройля, связанной с частицами. Напишите 
выражение для фазовой скорости 9. через и р. Выразите 
также Vp как функцию ии с — скорости света в вакууме. 

2. Представьте, что имеет место некоторое распределение 
скоростей вблизи значения и, вид которого неизвестен. Можно ли 
записать выражение для волны де Бройля? Покажите, что груп- 
повую скорость Ug можно выразить в общем виде как 


а 
Og —> dp 9 


Представьте Ug как функцию средней скорости частиц и. Каково 
соотношение между фазовой и групповой скоростями? 

3. Частицы представляют собой электроны, скорость которых 
и такова, что длина связанных с ними волн А равна половине 
комптоновской длины ВОЛНЫ Ac. 

Вычислите: а) их скорость и; 6) фазовую и групповую ско- 
рости связанных с ними волн; в) массу т; г) разность потен- 
циалов У, необходимую для достижения этой скорости, если 
предположить, что электроны испускаются горячим катодом с 
нулевой начальной скоростью. 

Комптоновская длина волны λε 2h/moc. 


il 


Замените поток частиц потоком фотонов, имеющих такую же 
частоту у, как волна де Бройля, связанная с частицами. Фотоны 
проходят через непоглощающую среду с показателем преломле- 
ния и. Обозначьте через A’ и δ΄ соответственно длину волны и 
волновое число в среде. 

1. Считая поток монохроматическим, выразите фазовую ско- 


ость оо как функцию ми ο”, 
(Pp 
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2. Поток фотонов не может быть строго монохроматическим. 
Покажите, что с помощью у HV’ групповую скорость фотонов и, 
можно представить аналогично групповой скорости частиц в I, 2. 

3. Каким должен быть дисперсионный закон для среды 
и = | (^), чтобы vg и Vo были связаны таким же соотношением, 
как в [,2 для волн, связанных с частицами? 

4. В какой области электромагнитного спектра мог бы выпол- 
няться такой дисперсионный закон для материальной среды? [10- 
кажите, что этот закон является предельным случаем общего 
закона дисперсии, справедливого для областей спектра, удален- 
ных от полос поглощения: 


А, 
а, 
; voi YO 
rhe Vo — волновое число в вакууме, Vo; — волновое число, соот- 
ветствующее центру полосы поглощения, и А; — постоянная. По- 
лосы поглощения находятся в видимой, инфракрасной и ближ- 


ней ультрафиолетовой областях спектра. 


РЕШЕНИЕ 
i 


1. Для частицы, движущейся равномерно и прямолинейно, 
импульс р = ти является постоянной величиной. Энергия М 
также постоянна. Она является полностью кинетической, не счи- 
тая энергии покоя, оценка которой требует применения теории 
относительности. Основные соотношения 


W = Дм. (1) 
р = hi (2) 


позволяют связать движение частицы с плоской гармонической 
ВОЛНОЙ 


V(x, } = Аехр {+ (Wt — px}, (3) 


где A — постоянная, a х — направление движения волны. Отсюда 
длина волны 


A 
А, —= —. 
р 
Фазовая скорость определяется соотношением 
Up = Av. (4) 


Для того чтобы выразить 9х в виде функции и и с, необходимо 
взять для у значение, соответствующее полной энергии, опреде- 
ляемой теорией относительности, а именно W = mic?, где m— 
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инертная масса. Импульс р здесь равен ти, и (4) можно запи- 
сать в виде 
й У с? 
Ор === Ы—., (5) 
р oA Ц 
2. Распределение скоростей частиц соответствует распреде- 
лению их импульсов. Монохроматическая волна (3) заменяется 
группой волн: 
„+ со 


W(x, = | Крехр{ + (Wt — px)} dp. 6) 


— oO 


Это выражение показывает, что Ф имеет максимум внутри об- 
‚ласти Ар, окружающей р. Максимальное значение Ф достигается, 
когда фаза волны 


ф = Wt — px 
остается в этой области почти неизменной, то есть когда 
а aw 
αφ t =——— = ας Х —— . 
ар dp 


Центр группы волн движется равномерно со скоростью, которая 
и является групповой скоростью 


x dw 
Ug —= πα = “dp , (7) 
Из теории относительности следует: W* = т?с*-{ р?с?, откуда 
WdW = Ррар, и из (5) следует, что 


pe- С? 
Us == πρ =F = lu, (8) 
φ 





Групповая скорость равна скорости частицы. 
3. Длина волны для рассматриваемых электронов равна 





что является неприемлемым. Необходимо учитывать релятивист- 
ское изменение массы: 


Ри Fo PMI) _ сл/1-— = 
м Am Am, 


откуда 
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Из (8) находим 
Cc 


9 = =—— 
6 ^/2 ° 
Όρη ον». 


Масса электрона, имеющего ‘скорость и, равна 


то V2. 


а из (5) 


а (62) aes — 


28} 


Его кинетическая энергия полностью определяется действием 


электростатических сил: 


eV = И, == (т — то) с* = 0,414m,c’, 


откуда 


10-30 
и — 0414 eo = 0,414 29:10 


1,6. 10-13 
I] 


1. По определению 


Vv 


-9.10'6 292. 104 В. 


2. С учетом основных соотношений (1) и (2) группа волн (6) 


может быть записана в виде 
оо 


Yu, j= | 7 (8) exp {21 (vt — 9’x)} dv’ 


—oo 


5) 


что соответствует электромагнитным волнам. Te же рассуждения, 
которые проводились при получении (7) из (6), в этом случае 


дают 





ИЛИ 


(10) 
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отсюда 
у \2 у? 
(> = 1 К, 
φ 


где К — положительная или отрицательная постоянная. Таким 
образом, окончательно 


P=) 4 Ker -- 1 -- Каз, 
υ Vv 


φ 





где λρ--- длина волны в вакууме. 
4. Это уравнение согласуется с законом дисперсии, приведен- 


~2 ~2 
ным в тексте для Vo; > Vi; в результате имеем 


> А, 
~2 


Voz 


Π- =| — 


ИЛИ 
n =1— № >, Aj. 


Это выражение справедливо для рентгеновских лучей и для 
всех тех случаев, когда длина волны намного короче длин волн 
полос атомного или молекулярного поглощения. 


ЗАДАЧА 57 
Пять упражнений на соотношение неопределенности 


С помощью интерферометра Майкельсона на первый взгляд 
кажется возможным определить, будет ли фотон, связанный с 
волновым цугом, отражаться от того или другого из двух зеркал 
интерферометра путем измерения отдачи зеркал. Используя со- 
отношение неопределенности, покажите, что такое измерение не- 
совместимо с сохранением когерентности интерферирующих вол- 
новых цугов. 


РЕШЕНИЕ 


Для сохранения когерентности необходимо, чтобы неопреде- 
ленность в положении зеркал была намного меньше, чем длина 
волны света. Если Ах < A, соответствующий импульс отдачи дол- 
‘жен быть равен 


h h 
Apr Σπ 


где Ah/XA—umnyabc фотона. Следовательно, такой опыт невоз- 
можен. | 
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И 


Исходя из мысленного эксперимента по измерению положе- 
ния с помощью «микроскопа Гейзенберга», установите коротко- 
волновый предел при измерениях длины, определяемый соотно- 
шением W = hy. 


РЕШЕНИЕ 


Использование излучения с длиной волны Ap позволяет изме- 
рить минимальную длину порядка Al А Ap/2sinu с помощью 
микроскопа с численной апертурой simu. Нижний предел № ис- 
пользуемых для этого длин волн А соответствует собственной 
энергии частицы Γ1ρ6. Таким образом, y 

he 


_— 2 
Ἅ ο ού 


где λι-- комптоновская длина волны для случая, когда частица 


является электроном 
h 


6 





Ay = —242-10 м. 


Для более тяжелых частиц, таких, как атомные ядра, пре- 
дельные значения уменьшаются, но только до величины порядка 
10-15 м. Измерение длин, намного меньших этой величины, не 
имеет физического смысла '). 


iil 


Согласно квантовой механике, гармонический осциллятор с 
массой т и частотой у обладает в основном состоянии остаточ- 
ной, «нулевой», энергией Wo = 1/.Ау с соответствующей нормиро- 
ванной собственной функцией 


4 7/1 1 x? 
Yo = A/ = ехр (—5 == 


где x — смещение от положения равновесия, а а = ^/в/Ал?уот — 
амплитуда колебаний. Вычислите среднее значение (x) и 
((Ax)?) = ((x-—(x))?) и покажите, что если энергия имеет 
точное значение Wp, TO его можно получить из соотношения не- 
определенности (< (Ах)?) ( (Ар»)?) = 17/4. 








1) Е. Brillouin, Science and Information Theory, ch. 16. 
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РЕШЕНИЕ 


Среднее значение х равно 


в | “pdr = a/ τς | | xexp(-4) dx =0, 


— oo — 





гак как это интеграл нечетной функции. Среднее квадратичное 
значение изменения х равно 


((Ax)?) = (x — (5) = αὖ, 


поскольку (x) = 0, то 


-++ оо + оо 


((Ax)?) = | xap? dx = ^/ as | x? exp (— =) ах. 


— со — oO 


Интегрирование по частям дает 


«АИ πο [- 5 хер (=). + 
+ Ne Π exp(— =) αχ. 


— ο 


Первый член в правой части равен нулю, подобно (1). Значение 
интеграла равно а^/л и 


а? h 
(Ax) => = Ἔπρνη 
Выражение для энергии 
Ps 
И =— — ++ On2v? mx, 





Если энергия определена точно, можно записать 
2 
— — x) + 222 т (x), 
и, поскольку (р) = 0, 
V = SOPs) > οπὸν 2m ((Ax)*), 


Соотношение неопределенности 


(Ар, - (Ах) > — 


hi 
W = Bin (Ax)2) ++ 2) ντηι ((Ax)*). 


дает 
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Это выражение имеет минимум при 


АР) = дит 


Минимальное значение У. равно 





й 
Ус ήπν = -σ-. 


IV 


Исходя из соотношения неопределенности между импульсом 
частицы и соответствующей координатой, оцените энергию ос- 
ΗΟΒΗΟΓΟ состояния атома водорода. 


РЕШЕНИЕ 


Энергия электрона на расстоянии г от ядра определяется 
уравнением 


- р? e2 
W о 2Me ANE or . 








Минимальная энергия получается при наименыших возможных 
значениях р и г. Однако, согласно требованиям соотношения 


неопределенности, 
Ар. Areh. 


Заметьте, что в записи этого выражения скорость является ра- 
диальной; вследствие этого говорят, что угловой момент элек- 
трона в основном состоянии равен нулю. Средние значения (г) 
и (ру не могут быть меньше Ar и Ар соответственно. Таким об- 
разом, для минимальных средних значений имеем 


(и) + (р) АЙ, 


fh? e? 
Эт, (7) Amey <r) * 


так что 
(И) = 


Это уравнение имеет минимум при 


-- E,h? 
(= лье? ° 


Это значение радиуса первой боровской орбиты или наиболее 
вероятное расстояние электрона от ядра. Минимальное значение 
энергии равно 
me’ 
У = ——5>. 
82рй“ 
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У 


Предположим, что нужно измерить магнитный момент М, 
обусловленный спином электрона, путем измерения магнитного 
поля Н, которое он индуцирует на расстоянии г. Чтобы этот 
эксперимент имел смысл, мы должны иметь возможность лока- 
лизовать электрон в области Аг < г. Необходимо также, чтобы 
магнитное поле H’, обусловленное движением электрона (со ско- 
ростью 9), было пренебрежимо мало по сравнению с полем Н. 
[окажите, что эти условия не совместимы с соотношениями не- 
определенности. 


РЕШЕНИЕ 


Максимальная величина поля Н выражается (в A/M) сле- 


дующим образом: 
1 М 


---- 
Eee 
EE 


An re °* 


Максимальная величина поля, обусловленного движением элек- 
трона, равна 
] EU 
Н’ = Απ 7‘ 


Кроме того, известно, что М равно магнетону Бора, так что ` 


M = efi 


2Η1ρ * 





Условие H > H’ ведет к TOMY, что 


й >> 2pr, (9) 
где р = т.о. Соотношение неопределенности дает 
Аг. Δρ ον, 
что при Аг < г приводит к 
й «Δρ, 


то есть к неравенству, противоречащему (1). 
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Потенциальный барьер 


Поток частиц с одинаковой скоростью, с массой т и постоян- 
ной полной энергией У, двигаясь от xX" к х, встречает потенциаль- 
ный барьер шириной 4. 
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I 
Поперечное сечение барьера показано на фиг. 58.1: 
И, =. для O<x<d, 
Запишите условия непрерывности для волновой функции, свя- 
занной с этими частицами, и для ее первой производной. Полу- 


‘чите коэффициент пропускания Г потенциального барьера (от- 
ношение прошедшего потока к падающему) как функцию 4 η 


Фиг. 58.1 





| 
| 
x! 0 a x 


волновых векторов σι, 02 И 03, соответствующих областям Г, IT 
и //Г. Считайте, что У больше γρ. (Начальная энергия частиц 
является чисто кинетической. } 


Рассмотрите частный случай, когда Я; =М и "ИИ, 
(фиг. 08.2). Получите коэффициент пропускания Т для этого 


Фиг. 58.2 





x! 0 α x 


барьера как функцию коэффициента отражения А; в точке раз- 
рыва потенциала О. Проведите аналогию между этим выраже- 
нием и выражением для пропускания электромагнитных волн, 
падающих на стеклянную пластинку с плоскопараллельными 
поверхностями. Считайте, что показатель преломления пластинки 
равен My и что она находится в однородной среде с показателем 
преломления Ny. . 
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Hil 


Используя описанный выше потенциальный барьер, рассмот- 
pute случай < Wy. Вычислите Т, если Я = 1 98, У. =2 эВ 
и 4 = | А для электронов и протонов. 


РЕШЕНИЕ 


Асимметричный барьер 
] 


Записываем уравнение Шредингера 
для области Г: 


а/п 








— + оф =0, где 9 = (1) 
для области Lf: 

d* Эт (1 — 

- + ос =(0, где в, = т ( , И.) (2) 


для области ШГ: 


oY 4 σφ:-0, тде с, ТР (3) 


В области Ги // имеются прямая и отраженная волны. В об- 
ласти ///, которая, по предположению, тянется до бесконечности, 
имеется только прямая волна. 

Решения уравнения Шредингера соответственно для этих 
трех областей имеют вид 


арг == е—16.х + retiox 
ри! == Ae~!%* -- Betio.x, (4) 


Wii = 0” σεχ. 


Вспомните вывод условий непрерывности. Функция W, квад- 
рат которой является мерой плотности вероятности для частиц 
в некоторой точке вдоль направления х’х, может иметь в этой 
точке лишь единственное значение. Кроме того, поскольку вели- 
чины энергий У. и Ws конечны, уравнения (1)—(3) показы- 
вают, что вторая производная wp также конечна. Таким образом, 
первая производная непрерывна. Уравнения непрерывности в 
плоскости х = 0 записываются в виде 


|1’ = А-В, ς 
σι (1 --η)--σ,(Α -- В) (9) 
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и в плоскости x = da!) 


A exp (— {σοι + B exp (jo.d) == {ехр (— 1034), 


с» [А exp (— joxd) — Bexp (jod)| =t0, exp(—jod. ο 
В задаче 14 уже решалась подобная система уравнений. Доста- 
точно заменить f на Ёехр(— 1034) в уравнении (25), а в правой 
части Go, 9 И Gs HA σι, Og И 03, а также Ry на оо. 

Беря модуль этого выражения, получаем коэффициент про- 
пускания для барьера: 


40 1050; 


. σὺ (σι + σι)” + (σὺ — σι) (05 — оз) sin” σοᾶ 


Τ (7) 


Замечание. Полезно показать соответствие некоторых резуль- 
татов физической и квантовой оптики, полученных в задачах 
14 и 58. 


Диэлектрическая пленка 


Записываются условия непре- 
рывности для тангенциальных 
компонент электрического и 
магнитного полей. 


Потенциальный барьер 


Записываются условия непре- 
рывности для волновой функ- 
ции частицы и для ее первой 
производной. 


В результате получаются одинаковые уравнения: 


уравнения (18) и (22) <> уравнение (5), 
уравнения (19) и (23) <=> уравнение (6). 


Различные среды характери- 
зуются своими показателями 
преломления (поп, ...) И, 
следовательно, различными 
длинами электромагнитных 
волн (λος ε/πο, М = С/Ть...). 


Различные области характе- 
ризуются своей потенциаль- 
ной энергией W(x) и, следо- 
вательно, различными длина- 
ми волн, связанных с части- 
цами, и соответствующими 
волновыми числами: 
ο 2л _ 2m (W— Wi) 


1 = = 


hy В 3 
бо, ... 


1} В правой части надо писать экспоненту, а не 1, как это было в слу- 
чае с тонкой пленкой [уравнение (12), задача 14]. Только при этом условии 
коэффициент оз входит во второе уравнение (6). В дальнейшем при расчете Г 
экспоненту ехр(—/0з@) перестают учитывать. 


10 Зак. 173 
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И 


WY > Wo, © — σα. 
Уравнение для Г упрощается к виду 


| 


1 = 1+ [ (63 — 01| 4σ]σο | sin® ond 


(8) 


С другой стороны, коэффициент отражения в точке О полу- 
чается на основе уравнения, которое можно записать как 


„ЕАМ ИИ σι--σ, () 
1+V¥(W—W.y/W п ао), 


откуда следует 
кт = (9692). (10) 


σι + 0? 


Коэффициент пропускания потенциального барьера 


I 


Г = ] + [42,/(l — R,)*] sin? ood ‘ (11) 


Замечания. 

1. Коэффициент пропускания тонкой пластинки имеет такой 
же вид. Действительно, если в уравнении (31) в задаче 14 при- 
HATb Go == Gs ИЛИ По = п. = Πι, то можно записать 


| 
ГА ay ae ei od и 


Формула Френеля позволяет записать соотношение 


thy — Πο 


В (ие), (13) 


и уравнения (11) и (12) становятся идентичными. 

2. Потенциальный барьер, подобно диэлектрической пластин- 
Ke, совершенно прозрачен, когда Sin ood = 0 или d = 42/2. След- 
ствием этого квантового эффекта является эффект Рамзауэра. 

Электронный пучок с энергией приблизительно 0,1 эВ прохо- 
дит через инертный газ (неон или аргон), как если бы на его 
пути не было никаких атомов. При этой энергии атомы оказы- 
ваются для электронов практически прозрачными. Когда энергия 
электронов больше или меньше этой величины, они рассеиваются 

вдоль своего пути. 
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I) 


W <i Wo, o; = оз (фиг. 58.2). 
Запишем решения уравнения Шредингера 


Wy — ϱ- [σιχ --- ΓοτΙσια. 


рт == 4ο” %* + Bet&*, (14) 
ии = 7/9. 
Уравнения (5) и (6) принимают вид 
(г) = А-В, 
jo, (1 -- =, (4 --- В}; utd) 
Ae- 24 + Βο"τσιᾶ — {ο Ισιά 
д, [Ae~%4 — Bet%4] — ἰσμο” 15. (16) 


Решение этих уравнений имеет вид [достаточно заменить ᾖ[σο 
на σο в уравнении (6)] 
-- ἱσισιο” {σα (17) 
(G2 -- joi)? e~%4 ---(σ-- joy)? ο 


Поскольку внешние среды идентичны, получаем (учитывая. 
что 2531 л==е* —e-* и Jsinx == 1 jx) 

2 2 

40105 


αυ... ο 9 919 12 . 
4010 + (oj +05) sh° ood 


(18) 


Численный пример: 
| 


2—2 -- 
σσ > 1 = род, 


ond == УР, ЛР, 


Для электрона 
2.3.14 ^/2.0.9.10-30.16.10- 


—10 
6,62. 10—34 lO 
ood =0,51, shod --- 0,53, 
Ῥνι ἵ _ ЗВ 
1 + (0,53)2 [058 , 
T =0,77, 
R= 0,23. 


Для протона т = 1840т., ood = 22, а член ехр (024), появ- 
ляющийся в уравнении 


sh ood = 5 [exp (dod) — exp (— σα), 
имеет порядок 1010, Следовательно, Г А 0, 


10* 
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ЗАДАЧА 59 
Дейтрон 


Ядро дейтерия (тяжелый водород), называемое дейтроном, 
состоит из протона и нейтрона, связанных друг с другом силой 
притяжения, обусловленной центральным потенциалом W,/(r). 
Считайте, что массы протона и нейтрона одинаковы (это верно 
с точностью до 0,007) и равны 1,672. 10-27 кг. 

1. Напишите уравнение Шредингера, независимое от време- 
ни, для дейтрона в системе координат, связанной с центром 
масс. 

2. Напишите радиальное волновое уравнение для случая, ког- 
да нейтрон находится в сферически-симметричном состоянии. 


Фиг. 59.1 





3. Эксперимент показывает, что, когда дейтрон находится в 
основном состоянии, абсолютная величина энергии связи || == 
— 2,23 МэВ. Определите знак энергии и поясните его смысл. 
Считайте, что энергию взаимодействия (г) в первом прибли- 
жении можно представить с помощью прямоугольной потенци- 
альной ямы, у которой Ш» (г) = — У, для г и Wy(r)=—0 
для Г > го (фиг. 59.1). Принимая, что основное состояние яв- 
ляется сферически-симметричным, определите соответствующую 
волновую функцию (которая должна вместе со своей первой 
производной быть однородной, непрерывной и ограниченной}. 

Считайте, что в волновом уравнении иф, (г) = u(r). 

4. Вычислите радиус г, потенциальной ямы, характеризую- 
щий длину ядерного взаимодействия, для И, = 21 МэВ (для τρ 
выбирается наименьшее возможное значение). 

5. Вычислите вероятность того, что г больше или меньше {ρ. 


РЕШЕНИЕ 


1. Система эквивалентна частице с массой и = 1/2. Незави- 
симое от времени уравнение Шредингера имеет вид 


Ap + = [W — W,(r)]p=0. (1) 
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2. В сферически-симметричном состоянии (S-cocTosHun), 
ψ — const-p,(r). Лапласиан имеет вид 


I 4 (2 aor ) 
re ar ( dr }’ 





а волновое уравнение 








αν iad + — 2 oer 4. 
r ii? 


3. Энергия связи определяется разностью между энергией 
двухкомпонентной системы и энергией составляющих компонент 
в состоянии покоя при их бесконечном удалении друг от друга. 
Следовательно, она отрицательна, так как протон и нейтрон пэи- 
тягиваются друг к другу. Значение энергии основного состояния 
W = —2,23 МЭВ есть собственное значение уравнения Шредин- 
гера для этого состояния. 

Принимая rp, = u(r), имеем 


αφ, 1 du и αφ, αξιι 2 du 2и 
= “dr 


Pe 
------ω ----- В -----ι-.--- 





ne η ώωα 


г r dr r2? dr? --- dr? - 





и уравнение (2) pues ВИД 
I 
ae .. τσ [И — № | =0. (3) 


т dr2 
При г >> о имеем W, == 0 и решение уравнения (3) является 
экспонентой (так как W < 0), так что 
| мт | W | 
и (г) = Аехр (— Kr)+ Bexp(Kr), rae K=—>-—. 
В равно нулю, так как г'ехр(Кг) не ограничено в бесконеч- 
HOCTH. 

При г < пб имеем У, < W; энергия равна сумме кинети- 
ческой и потенциальной (не нулевой) энергии. Решение уравне- 
ния (3) является гармоническим: 

ти — | 
u(r)==CcosK’r+Dsink’r, где к’ = Ат ЦРО. 


С равно нулю, поскольку Г! exp(K’r) не ограничена в начале 
координат. Синусоидальное решение оказывается справедливым, 
поскольку при г—>0 


[ . ; ; sin K’r 
ΦΠΑ ΣΚ И (ео ) 0. 


Используя условия непрерывности для и и аи/аг при τξζηρ, 


получаем 
Dsin K’ry = A exp (— Kr), 


DK’ cos К’, = — AK exp (— Kr), (4) 
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откуда 
К’ cte K’rp= — К (5) 


ИЛИ 


VW,—|Wietg "ПИР, ΠΡΙ (6) 


4. При | И |=2,23 МэВ и ИУ, =21 МэВ имеем 


2.3,14 ^/ 1.679 - 10-27.2.23. 106 . 160. 10-18 
6,62 - 10-34 


ПИТ оао. к/т = ‚109 yo 
К” = ΚΑ) Πρι - πρ = 2,82 + 10 5537 = 8,72 + 104 woh. 


К” == --.2 092. 1014 м-!, 





Используя (5), находим 
cto K’r, = —0,345, 
K’'r= > +- arcig 0,345 = > + 0,332 + пя (п- целое число). 


Наименьшее значение го равно 


1,571 + 0,332 


— 15 
= 75. юн  =2,89 + 10 М. 


9. Вероятность того, что расстояние между протоном и ней- 
троном превышает fo, находится следующим образом: 


со со 


= \ | wp |? 4/2 dr = 4A? \ ехр (— 2Ar)dr == 


Го Γη 





A? 
XP (— 2Κτο. 


Вероятность, что это расстояние меньше fo, равна 


Го 
= 4 ? 4лг" r= nb? sin? K’rdr= > (K’ ro— > site Кто). 
0 


0 





Отношение этих двух величин при учете (4) равно 
Р К’ А? exp (—2Kro) К” sin? Αρ 


egy πηρα ИЦ EEE ὅσα ------μ 


РК 2 Κο Πωδιπά η К Ки фак ° 


Имеем К’го = 1,903, sin K’ro = 0,945, sin 2K’ro = —0,615 и 
P{P’ = 1,17. 

Поскольку Р-Р’ = 1, P= 0,54 un P’ = 0,46. 

В основном состоянии дейтрона протон и нейтрон 6όπΡΙΠΥΙΟ 
часть времени проводят вне области действия ядерных сил. Это 
объясняется небольшим значением связывающей силы W. 
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ЗАДАЧА 60 
Лвойная потенциальная яма 


Частица с массой т может двигаться вдоль направления Ох 
в области, где потенциальная энергия принимает следующие зна- 
чения: 


х<0, И = <, 

0 «κ <a, И —=0 (область J), 

а<х<а-- Ь, Я =, (область J), 
α х<3а-ь, W=0 (область 1/1), 
2α-- ὃ «κ, И = <. 


1. Покажите, что волновая функция частицы может быть 
представлена в виде: 


р, = АЗ ох, 
Wo — Ве’ (х-а-5) + Ces ατα, 
ра == Dsing [x — (2а- δ)] 


в областях J, (Ги Ш соответственно. 

Чему равны значения σ и σ’, когда энергия частиц W меньше 
чем Wo? 

2. Напишите условия непрерывности волновой функции для 
разных стенок ямы. Какие соотношения можно получить между 
A ир, с одной стороны, и Ви С — с другой? 

3. Пользуясь этими соотношениями, напишите уравнение, 
определяющее возможные значения энергии частицы W в виде 


tg оа=] (о, σ’). (1) 


При достаточно большой величине 6 (насколько большой?) 
это уравнение можно записать в более простой форме 


toe са = (о, σ’). (2) 


Решите его графически, пользуясь следующими численными 3Η8- 
чениями: 


a=0,4A, h=6,6-10°™ Πακ -e, 
W=0,20 эВ, --16. 10:13 Кл, 
m=5-107 xr, b измеряется в A, 


Получите возможные значения №. 
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Предположите теперь, что ὃ мало. Покажите, что (1) может 
быть приближенно записано в виде 


tg ca = (о, 0’) (1 + 21), (3) 


где у — малая величина, зависящая от 65. Покажите, что имеет 
место расщепление уровней, определенных в I, 3. 

° При каком значении 6 интервал этого расщепления для пер- 
вого уровня составит 0,8 cm—!? Какова при этом величина рас- 
щепления в см! для второго уровня? 


Величина расщепления, приведенная в предыдущем вопросе, 
относится к случаю инверсии в молекуле NH3. Покажите коли- 
чественно, что изменится для молекул ND3 (необходимо взять 
двойное значение #1) и для РН. (нужно утроить значение 0). 


РЕШЕНИЕ 
] 


1. Поскольку энергия W частицы меньше высоты Wy потен- 
циального барьера, частица, согласно классической теории, ΜΟ- 
жет пребывать только в области / или в области HI, Согласно 


Фиг, 60.1 





а a+b 2até 


квантовой теории, она не может существовать в левой области 
[ или в правой области ИТ, но может переходить из / в ΙΙ или 
из [ПШ в Г (фиг. 60.1). Волновое уравнение для стационарных 
состояний в областях [ или ИГ, где У», =0, имеет вид 
he? 42 
“Уф =0. 


2т dx? 


Его решение является гармоническим, и ф должно стремиться 
к нулю при x = 0 и при x = 2a-+ 6. Следовательно, 


р; = Asin ОХ, 
р = Dsino |x — 2a-+ 5), 


Е 
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где o=~/2mW/A. В области [Г волновое уравнение имеет вид 


Раф 4 — W,) ф=0. 


2m ах 








Поскольку W < Wy, решение этого уравнения является гар- 
моническим в области между х = аи x—=a-d, так что 


p> = Вехр (o’x) + Сехр (— σ’χ), 
где 


of = 2m (Wy — W) 
— ; 


2. Условия непрерывности для ф и Op/Ox получаются в виде 
для xX =a: 


Asinoa == Bexp(o’a) +C exp(— σ΄α). 
oA cos ва = в” [8 εχρ(σ΄α) — C exp (— σ΄α)]: 
для x=at+ ὃ: 
Bexp [σ' (a+ δ)] -- Cexp[— σ΄ (a+ δ)]-- Ώ зтоа, 
о’ {Вехр [o’ (a+ 5)| -- εχγ [-- σ΄ (a + δ)]}ξ-- Docos oa. 


3. Путем исключения В и С из четырех написанных выше 
уравнений находим 


(<-tg σα + 1) Aexp(o’b) = (= tg σα — Г) р, 
(tg oa — 1) A exp (— o°b) = (= tg σα +- |) D. 
Эти два уравнения совместимы при условии 
(ας te σα Е 1) αχρ(σ΄ ϐ) = = (> tg oa — |) 
откуда | 
Л + exp (— σ΄ ϐ) 
ig oa = σ΄ { | =F exp (— σ΄ ὃ) |. (1) 


Это и есть искомое общее соотношение. Если 6 достаточно ве- 
лико, так что σ΄ῦ намного больше единицы, уравнение (1) упро- 
щается и принимает вид 


to са = — — [1 + 2exp (— σ΄ ὐ)]. (2) 


В первом приближении не будем учитывать экспоненту, которая 
мала по сравнению с единицей, и тогда получим, что 


tg oa= — — (3) 


и не зависит OT 65. 
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Уравнение (3) можно записать в виде 





= ) Ал (Е — целое число). 


са == ατοῖρ (-- 


Поскольку | 
σ hie 


sin σα SS eee * ο... 
Α/Τ + с? oa ^/0? + о”? 5ης 


окончательно имеем 
ho 


A/2mW > 


са = Ел — arcsin 
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(4) 


Это трансцендентное уравнение, которое определяет в, а тем 
самым и №, можно решить графически путем нахождения 


9 | 
2n | 
| 
| 
| 
| 
Я | 
| 

: 60 
| 

| 15 | 

Я о a 

Фиг. 60.2 Фиг. 60.3 


} 


пересечения линии Y = σα с кривой (фиг. 60.2) 


y —= Кл — arcsin fo 
A/2mW ο | 





Как видим, энергия является квантованной. Когда И < Wo, το 


есть когда в «< о’, уравнения (3) и (4) имеют решение 


σα = Кл, 
и значения энергии 
be? he? 
Wo) Απ 
Эта? * 


(5} 


Снова получены энергетические уровни для частицы в потен- 
циальном ящике, что вполне естественно, Поскольку малость ве- 
личины W по сравнению с Wo эквивалентна заключению интер- 
валов а между бесконечными потенциальными стенками. 
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При заданных численных значениях энергетические уровни 
(5) имеют значения 





942 — 68 
9 — АЙ Ш 43,56: 0 р, 40-22 
Ио = 8та? =F 0.06. 0-8" 0,82. 10 Дж, 


в то время как 
И =0,20 . 1,6 - 10° =3,2. 107°” Дж. 
Таким образом, сделанное приближение W < Wo является не- 


плохим. Лучшее приближение достигается с помощью (3). Так 
как член с правой стороны мал, можно принять 


(0) 
(И (0) 2 
σ — 0 σ’ (0) 4 4 6) 


2 (1) 2 2 (0) 2 2 об (2) +i) 
wi) — Bot Ισ — 219 о — ri 
т 2т Imo а (ο 


откуда 





Это выражение соответствует потенциальной кривой на 
фиг. 60.3, для которой Я» = со при x =O и которая имеет бес- 
конечную ширину барьера высотой Wo. 


Уравнение (2) записано в конкретной для этой задачи форме. 
Считая, что са мало, можно сделать такое же приближение, как 


ив (6): - 





σ5) = σί1) τ ? 70, ехр (— σ’ (р), (7) 
откуда | 
0) 
WO — WO = ATS οχρί-- σ’ 95). (8) 


Последний член определяет расщепление энергетических уров- 
ней. Величина расщепления первого уровня (А == 1) равна 


817 (0) 
AW?) — ’ (бур 
στο εχρ(-- σ΄ 0). (9) 
При 
AW? =he Ау, где А%==0,8 - 10? mW," 
необходимо, чтобы 
σ΄ айс ΑΦ __ ^/ 2Η1 (м. — У) 2лайс Av 
sy sno) 
3,2 - 107%. 3,14-0,4+107!.3- 108-0,8+ 102 _ 
4. 6,82. 10733 .. 


ехр (— σ΄ (00) == 


3 


exp (— σ΄ ©) = 
—1.98 . 10-2, 
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откуда 
σ΄ 6 = 3.92. 

Носкольку 

σῶς- _ V32-107%.628 _ —=1 7.10! 

6,6 - 10774 

HMeeM 

3,92 _ _ 

b=: 10 1 93.10 И M или 0,23 A, 
Расщепление второго уровня равно 
О? и 
AW, = 7 Oy exp (— о’ | 6). 


0 
Ws” имеет малую величину по сравнению с Vo. 
Поскольку 


VO — PW? —= 4, 
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расщепление второго уровня в четыре раза больше, чем первого, 


и составляет 3,2 cma, 


Молекула МН. имеет форму пирамиды с треугольным основа- 
нием. Если атомы Н пронумеровать, можно видеть (фиг. 60.4), 
что при инверсии относительно центра масс новую молекулу 
уже нельзя совместить с исходной посредством поворота или 





Фиг. 60.4 





перемещения. Это приводит к двум различным молекулярным 
модификациям и к двум одинаковым минимумам энергии для 
двух разных положений атома М относительно плоскости, в ко- 
торой располагаются атомы водорода. Гаким образом, в этой 
задаче рассматривается общий случай с более точной потен- 
циальной кривой, приведенной на фиг. 60.5. Однако ее трудно 
решить. Принятое выше значение 0,8 cm! для расщепления пер- 
вого энергетического уровня как раз равно найденному для 
МН.. Наблюдаемый между этими уровнями переход является 
дипольным, и с ним связано поглощение при A = 1,25 см. 
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Для ND 3 форма потенциальной кривой такая Же, как для 
МН.. Если происходит удвоение значения 7, значение σ( умно- 
жается на ^/2, а wo делится на 2. Значение — o/b изме- 
няется от 3,92 до 3,92-+/2 =5,04 и exp(—o’b) = 0,64. 10-2. 
Уравнение (9) показывает, что значение Ав делится приблизи- 
тельно на 9. 

Для РНз предполагаем, что ширина барьера ὃ остается не- 
изменной, но высота Wo умножается на 3, тогда значение σ΄ο 
умножается на ^/З и exp(—o’b) = 0,11. 10-2, а уравнение (9), 
где изменяется только σ΄Ὁ, показывает, что значение Ao умень- 
шается приблизительно на 0,03 по сравнению со значением для 
МН:з. Полный расчет затруднителен. 


--- 
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Операторы углового момента 


Одноэлектронная волновая функция для состояния [=2, 
т =— 2 записывается в виде 


— 2 
λος = Cf (Г) sin’ 0 exp (2jq), 

где с — постоянная. Функция | (7), являющаяся радиальной ча- 
стью волновой функции, зависит от главного квантового числа 
пи не является существенной в этом случае. Покажите, что 
Wnog является собственной функцией операторов С, и 02, а не 
операторов Сх и С, (С — угловой момент). 

РЕШЕНИЕ 


1. Оператор С, можно записать в виде —]1(9/9Ф), откуда 
= ., OW a: 
С физ = — В fae = == — 2 фир = 2Arp ys». 


Таким образом, noe является собственной функцией С, с соб- 
ственным значением 28. 
2. Оператор G? определяется формулой 


αρ... με О ain 9_ 1-9 
G=—h Ex 99 (sino σσ) + sin? 0 ae 
Имеем 

0 

πο 

фаз: == 26] (г) sin 6 cos 9 exp (219), 
— (sin 6 Pen == cf (г) exp (2jq) [4 sin 0 cos? 0 — 2 sin? 6], 


Grp 95 == — 26} (r) exp (219) [4 cos? @ — 2 $1120 — 4] = 
= fi*cf (г) exp (2jq) 6 sin? 8 = 624». 
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Takum образом, noe есть собственная функция G2 с собствен- 
ным значением 612, которое должно быть равно {({ --- 1) 2? и, 
следовательно, должно иметь требуемое значение при {= 2. 

3. Оператор С. определяется формулой 


wing, 


. , 0 0 
CG, == --- fh (sino sp t+ ctg cose), 
откуда 
G фи = — jh(— 2singsin 6 с0$ 0 — 2] ctg 03117? 0 cos φ) th, 00. 


Правая часть этого уравнения не равна произведению конс- 
танты на nog, следовательно, фи22 не является собственной функ- 
цией Gy. Это справедливо и для Су. 
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Эффект Комптона 


| 


Монохроматический пучок у-лучей падает на очень тонкую 
металлическую фольгу, находящуюся в вакууме в однородном 
магнитном поле В. Определите энергию, частоту и длину волны 
падающего излучения при следующих условиях: А — радиус кри- 
визны траектории испускаемых электронов в плоскости, перпен- 
дикулярной полю В; Ак — длина волны, соответствующая работе 
выхода из металла; постоянные Й, 6, Me ие заданы. Релятивист- 
скими поправками можно пренебречь. 

Численные данные: В == 15-10-4* Τα, Ю = 0,10 м, Ак = 0.15 А, 


Монохроматические у-лучи проходят через водород. Воспро- 
изведите теорию эффекта Комптона с применением релятивист- 
ской механики. Рассчитайте длину волны фотона, рассеянного 
на угол © = 90° относительно направления Ох падающего пучка 
фотонов. 

Вычислите кинетическую энергию Ик электронов, получив- 
ших импульс в направлении, составляющем угол ф с направле- 
нием падения Ox, как функцию отношения & == λκ/λ (комптонов- 
ская длина волны больше длины волны падающего фотона). 
Найдите соотношение между углами фи 0. Покажите в полярной 
системе координат зависимость энергии рассеянного фотона и 
электрона отдачи от углов ф и 6. 
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РЕШЕНИЕ 
J 


Энергетический баланс для y-PoTOHa с частотой у и длиной 
волны A может быть записан в виде 


hv = h-- = (работа, требуемая для вырывания электрона) + 


-- (кинетическая энергия электрона). (1) 


Энергия Y-KBaHTa достаточна для ионизации атомов металла 
путем вырывания из них К-электронов, и в случае, когда это 
происходит, энергия, необходимая для удаления электронов из 
металла, пренебрежимо мала. Считая, что электрон подчиняется 
законам механики Ньютона, записываем уравнение (1) в виде 


he he | 

se Ht mv’. (2) 
A Ae 2 

Скорость электрона U, имеющего заряде и массу те, находится 
из радиуса кривизны RX, которую имеет его траектория, перпен- 
дикулярная магнитному полю В: 


.10-19.15.10-4.10=1 
eBR 16-10 15-10 *-10 97. 108 m/c. 


Отсюда энергия фотона 


Ac 6,62 -107*4.3.-10° 9 —3} 12 — 16 
= 515-1078 -- р 10 9. 19 165.10 ~ Дж; 


его частота 


W _ 165.10 
ye 05 . 108 Гц; 
h 6,62 - 10 


его длина волны 


3. 105 


ИИ 210729 1 — 
πο = oe = 0,12 - 10° м=0,12А. 


п 


В релятивистской механике закон сохранения энергии при 
комптоновском рассеянии записывается в виде 


fe he ο Ἰ. .. 
<= + mec ame Г). (3) 


где В == 9/с — отношение скорости электрона к скорости света. 
Сохранение импульсов вдоль осей Ох и Oy (фиг. 62.1) может 
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быть записано следующим образом: 











he h mee 
ROM Ев (4) 
зто = — δε sing (5) 
| Ро 


Исключая из уравнений (3)— (5) ф и скорость электрона Вс, 
получаем для комптоновского смещения 








Ма, = Ре θἰπὸ 2 = 0,0485 5122. (6) 
Фиг. 62.1 
При 9 = 90° 
№ = 0,12 + PE == 0,1443 А. 


Уравнение (6) можно записать в виде 
А = А-а (1 — с03 0)1, 


где а == hv/m.c?, или 
, у 


У = Той -— cos)’ (7) 


Из (3) и (7) получаем выражение кинетической энергии элек- 
трона р 9 

— — д/у — fy _@@- 6039) _ 

И, = (у V) = ην ποτ cost) (8) 
Исключением В из (3)—(5) и (7) получаем соотношение между 


диф: 
2 


| 6050 = Tyee” 9 
что при подстановке в (7) дает 
У = hv —— μια, . (10) 


1+ 2а -{ (1 4+ a) tg’ @ 


Это и есть искомое выражение. Уравнение (9) также можно 3a- 
писать в виде 
| +-cos 9 | 
δρ. - - . 
(1 + а) Τρ" φ | — cos 0 te? 0/2 ) 
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отметим, что ди ф всегда противоположны по знаку: 
0 
cig p= — (1+9) въ. (11) 


В табл. 62.1 приведены значения ф, Av’/hyv и №,/Йу в зависимо- 
сти OT 6. 
Габлица 62.1 


























д πίά л/3 19 25/3 32/4 л 
cos 8 | 0856 | 0,707 0,500 0 —0,500 |—0,707 — | 
ig 9/2 0 0,268 0,414 0,577 1,00 1,732 2,414 со 
се φ 0 0,282 | 0,435 | 0,605 | 1,05 | 182 | 253 со 
ф° 90 74,25 | 665 58,8 43,6 28,8 21,55 0 
hy’ ην ] 0.875 0,764 0,656 0,488 0,388 0,358 0,322 
W p/av 0 0,125 0,236 0,344 0,512 0,612 0642 | 0,678 

4 
ο ™ OS 
oo "νο 

6,7 х 2 

/ \ 

/ \ 

/ 

7, ‘ 
8! 258 M1 
7 —— 

2 <7 9 
σσ 
54 
Фиг. 62.2 


На фиг. 62.2 графически представлены различные случаи из 
этой таблицы. 
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Формула излучения Планка 


1. Рассмотрим изотермическую полость, содержащую линей- 
ные гармонические осцилляторы, обладающие собственной ча- 
стотой Vo и дипольным моментом d, число которых в единице 
объема равно №. При тепловом равновесии энергия, излучаемая 
осциллятором в виде электромагнитных волн, равна поглощае- 
мой энергии изотермического излучения, которая характери- 
зуется плотностью Ὁ (ν) в спектральном интервале dy, Энергия 
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излучается Tak же, как в случае диполя Герца. Чтобы оценить 
поглощаемую энергию, рассмотрим результаты задачи 51. При- 
нимая первоначально, что полная средняя энергия осциллятора 
подчиняется принципу равномерного распределения энергии 
по степеням свободы, покажите, что выражение, полученное для 
& (у), — то есть формула Рэлея — Джинса — не выполняется, так 
как оно не удовлетворяет закону Стефана '). Затем, принимая 
предположение Планка, что осциллятор может обладать только 
такими значениями полной энергии, которые являются кратными 
энергии W, вычислите среднее значение энергии осциллятора и 
плотность энергии излучения %&(у), полагая что № == Йу, где 
й — постоянная Планка. 

2. Покажите, что при низких частотах формула Планка прн- 
водится к выражению Рэлея — Джинса. Какой вид она прини- 
мает при высоких частотах? 

3. Учитывая, что & (у) άν = —w(A)dh, представьте формулу 
Планка в функции длины волны A. Покажите, что она принимает 
вид w(A)= AF (1/АТ) и удовлетворяет закону Стефана 


w= \ ω (1) αλ = С 


и закону Вина А.Г == Co. 
4. Эксперимент дает для постоянной Вина Co = 2,897.10 мх 
Χ град, а для постоянной Стефана С, =7,562. 10-16 Вт. м-3.град-“. 
При условии 


со 
| зах παπί 
ег“ —| ο 15 
0 
и считая, что решением уравнения 5(e*—1)=—= хех является 
x —= 4,965, определите постоянную Планка A и постоянную 


Больцмана Rk через скорость света в вакууме. 


РЕШЕНИЕ 


1. Средний поток, излучаемый линейным осциллятором Гер- 
ца, определяется формулой (см. задачу 51) 


4 42 
(0) = ee 
τος αρπεροῦ * 
Вводя энергию осциллятора 
4 
—— 202 — 27, 


1) В отечественной литературе этот закон называется «законом Стефа- 
на — Больцмана». Закон Стефана — Больцмана в этой задаче записан для 
спектральной плотности излучения. — Ирим. нерев. 
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и частоту у = ®/2л, находим 


27047 


\Ф) = и. (1) 


Ἀθροδίῃ 
С другой стороны, выражение для поглощаемой мошности вы- 
водится, как в случае светового потока, поглощаемого средой, 
состоящей из классических осцилляторов (задача 49). Поток Фь, 
переносимый плоской волной с единицы площади на расстояние 
dx, встречает на своем пути ΛάΧ осцилляторов. Поглощаемая 
мощность потока αρ определяется уравнением (9) из задачи 49. 
Каждый осциллятор поглощает мощность в соответствии с фор- 
мулой 

aD, g 

Мах ~~ fem ©). (2) 








При тепловом равновесии левые части уравнений (1) и (2) равны, 
поэтому 


Но поскольку тепловое излучение в изотермическом объеме изо- 
тропно, его плотность в 3 раза больше плотности потока, распро- 
страняющегося в одном направлении. Таким образом, 


ω(ν) = 8 у. (3) 


СЗ 





Если имеет место равномерное распределение энергии по степе- 
ням свободы (см. задачу 79), то можно считать, что энергия ли- 
нейного гармонического осциллятора равна кГ. В этом случае 
уравнение (3) принимает вид 

пу? 


АТ. (4) 





τω (ν) = 


оо 


Интеграл | το (у) ἄν имеет бесконечную величину, если зна- 


0 
чение τὸ (ν) определяется формулой (4), вместо того чтобы быть 
пропорциональным 3, согласно закону Стефана. Таким образом, 
закон Рэлея — Джинса (4) не отражает спектрального распре- 
деления для излучения черного тела. Это выражелие следует из 
условия равномерного распределения энергии, полученного в 
свою очередь в предположении, что энергия может изменяться 
непрерывно (см. задачу 79). Допустим теперь обратное, что 
энергия осциллятора с частотой у может принимать только зна- 
чения 0, ἄν, 2Ау, ..., ойу (где о — положительное целое число) 
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и что № — число невозбужденных осцилляторов. Число осцилля+ 
торов с энергией nhv в объеме при температуре Г, при использо- 
вании коэффициента Больцмана, равно 


ΝΟ = Noexp (— <> 


Полное число осцилляторов 


N = №|1- exp (— =) + ехр(— т) + f= 


δε 
σος | —exp(— kv/eT) ' 





а энергия всего ансамбля определяется формулой 
U = hv Ny exp (— = т) + 2hv No exp (— a <>) + ; 
‚ + vhv No exp (—-- ony Tr) +. 


U равно производной N πο I/RkT, следовательно, 
N ον exp (— ЯУ/ЁТ) Nhv 


U= [ — exp (—hv/kT)|? ~~ exp (Av/kT) — | | 
Среднее значение энергии осцилляторов (W) равно U/N, и 
уравнение (2) принимает BHI 


δπήν5 | 
wv, Г) = 9 Spey Г. 6) 
Это и есть закон излучения Планка, дающий с хорошей точно- 
стью распределение энергии, излучаемой абсолютно черным 
телом. 

2. Для низких частот, если ἂν < АТ, можно разложить экспо- 
ненту в (5) в ряд и ограничиться первыми двумя членами, что 


дает - 
Srniive kT 
w(v, Г) = зб. 


Постоянная Й исключается, и мы снова получаем невыполняю- 
щееся классическое выражение (4). 

При высоких частотах, если hv > ЕТ, в (5) можно пренебречь 
единицей по сравнению с экспонентой, что приводит к соотно- 
шению 


ш (у, Т) = — exp(— + - 


(6) 


Это выражение определяет некую функцию от у и Τ, аналогич- 
ную той, которая предлагалась до Планка Вином для некоторых 
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случаев излучения и поглощения. Оно хорошо представляет изо- 
термы абсолютно черного тела в области выше 2.10“ Гц (см. 
фиг. 63.1). 

3. Пусть & (у) — плотность излучаемой энергии в частотном 
интервале dv, а dX — интервал длин волн, соответствующий ἄν. 


иг(Я.) 


Фиг. 63.1 





О $8 4  § 6 A,MKM 


Тогда 
Л» ==, откуда νλ--λαᾶν--θ, 
И 
τὸ (у) ἄν = — & (^) ἆλ, 
откуда , | 
ν Вдйс 
w (A, Τ) = 5, wv) = a рт В. (п 


Это выражение имеет BHA Wy == AP (1/AT). 

На фиг. 63.1 представлены изотермы абсолютно черного тела 
(Т = 1600 К). Кривая Г описывается формулой (7), кривая 
П — выражением, полученным из (4), а кривая /// соответствует 
формуле, аналогичной (6). 

Принимая x = he/kTh, из (7) получаем 


ω(ῆ) = \ ФА, Та = ат | a=. (8). 


ἠᾖ3ρὃ 
0 


Этот интеграл не зависит OT 7. Гаким образом, полное излу- 
чение абсолютно черного тела пропорционально Т“. Это закон 
Стефана. 

Максимальное значение w(A, Г) при данной температуре на- 
ходится при том значении длины волны Am, для которого величина. 


he 
5 πε \ 
λ | exp( ar) 1| 
принимает наименьшее значение, или 


А (e* — 1) Г fe \° 
о 1 где А= (+=) , 
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Условие минимума можно записать как 
5 (е* — |) == κε». (9) 


Решение этого уравнения для переменной х определяет значение 
x через константы. Takum образом, Am/ равно некоторой по- 
стоянной величине, Это и есть закон Вина. 
4. Уравнение (8), при использовании заданного в условии HH 
теграла, дает 
ле“ 
ито 


== С: =7,562 . 1078 Вт. м°.К^“. 


Решение уравнения (9) : x == 4,965, тогда 


тир == МиГ = С, = 2897 . 1078 м. К. 
Находим 
В = ο τομ. — 6,627 . 10-* Πε. ¢, 
а также 
— ae = 1,382 . 107” Дж/К. 
ЗАДАЧА 64 


Основное состояние двухэлектронного атома 


Нужно оценить энергию основного состояния двухэлектрон- 
ного атома или иона, пользуясь соотношениями неопределенно- 
сти. Чтобы использовать эти полуколичественные представления, 
надо исходить из одномерной системы. Ядро с зарядом Ze будем 
считать бесконечно тяжелым точечным ядром, помещенным в на- 
чале координат. 

1. Напишите выражение для механической энергии системы 
через координаты электрона Г! H Го и его импульсы ри и Po. 

2. R,; u Ro являются размерами областей, где вероятности 
нахождения обоих электронов достаточно велики. Каков поря- 
док величин неопределенностей импульсов Ap; и Ape? 

3. Оцените порядок величины энергии основного состояния, 
найдя W как функцию А; и Ro, а затем определите минимум 
этого выражения, которое симметрично относительно двух пе- 
ременных. 

4. Сравните полученные таким образом значения для H-, Не 
и [! с соответствующими экспериментальными значениями 
—142, —784 и — 196.6 эВ. 
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РЕШЕНИЕ 
I. 
ο 1 о д 1 Ze? Ze? _ 2? 
W — oa (Pt +7) ANE \ Τι + ron /’ φ 
где yo {Τι — Το]. 


2. Ar; = Ю,, Aro = Ro, откуда 


h h 
Ар: © R И Ар. —=--. 


3. По классической теории энергия минимальна, когда оба 
электрона находятся в состоянии покоя (№, =0) в начале ко- 
ординат (W, имеет наибольшее отрицательное значение). Эта 
конфигурация несовместима с соотношением неопределенности. 
Состояния электронов описываются волновыми функциями, за- 
висящими от расстояний А; и Re до начала координат: 


h? | | ] | | e? 
Е {26 (= =.) aot 9 
Эт (= т Ю ATE, Κι т Ко т R, +R, (2) 


Минимальное значение соответствует OW/OR, = В\У/ОЮ. = 0, 
и поскольку симметрично относительно Ry и № и К, = 


= [ο = МЮ, 








h? | 276’ е* 
И т πο (“Rt ae): 9 
Из условия OW/OR = 0 получаем 
__ περ; i 
К и. (4) 
Подставляя это значение в (3), получаем 
те! 
W мин πο (2— +) ‘16022 ,h2 . (5) 


4. Заметим, что если написать соотношение неопределенности 
в виде АрАг & fi, то в уравнении (4) будет содержаться ΜΗΟ- 
житель гой?/пте?, представляющий радиус Бора, и (5) можно 
записать в виде 


ния = (2—4) 2%, 


где №, — энергия основного состояния атома Н, равная 13,6 эВ. 
Тогда находим в ЭВ: 
Н” He №’ 
Z ἱ 2 3 
У ин —153 —83 —205 


. В Полном согласии с измеренными значениями. 
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ЗАДАЧА 65 


Возмущение первого порядка. Основное состояние 
атома гелия 


Атом гелия состоит из ядра с Z =2 и двух электронов. 

1. Напишите уравнение Шредингера для стационарных со- 
стояний, считая потенциал кулоновским. 

Чтобы решить это уравнение, сначала пренебрегают взаимо- 
‚действием электронов (приближение атома водорода}. Уравне- 
ние в этом случае имеет вид 


Нофо =— W фо, (1) 


где Но— оператор Гамильтона. Чему равны собственные значе- 
ния энергии Won и собственные функции Pon? Покажите, что для 
состояния с минимальной энергией, одноэлектронной волновой 
функцией, допускаемой принципом Паули, является функция 


фи = Дехр (— ©), (2) 


где о = 41/10, г — расстояние от ядра до электрона, го — среднее 
значение радиуса H, а А — нормирующая постоянная, величину 
которой надо рассчитать. 

2. Рассмотрите кулоновское отталкивание между электро- 
нами как возмущение, иными словами, замените уравнение 


(1) на 
(Но + eM )p=Wy, (3) 


где eff’-——onepatTop, соответствующий возмущению гамильто- 
ниана, записываемый таким образом (= — малое действительное 
число}, чтобы показать, что этот член мал по сравнению с На. 
Напишите выражение для A’. Чтобы найти собственные значе- 
ния У, и собственные функции Yn, разложите Won и фор в сте- 
пенной ряд πο é: 


У, = У, =, =, + ..., (4) 
P=, Γεψ -- εἴψή --.... (5) 


Подставив эти разложения в уравнение (3), напишите уравнение 
для первого порядка возмущения. Замените ф, разложением 
по собственным функциям невозмущенной атомной системы 
и покажите, что изменение W,, которому подвергается уровень 
‘Энергии п в результате возмущения первого порядка, опреде- 
‚ляется формулой 


и, — \ ο Von ат (6) 
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3. Покажите, что расчет W) основного состояния подобен 
расчету энергии для сферически-симметричного распределения 
электрического заряда при аналогичном распределении потен- 
циала. Вычислите Τι, принимая энергию основного состояния 
для водорода равной 13,56 эВ, и тем самым найдите энергию 
основного состояния атома гелия. Сравните ее с эксперимен- 
тально полученным значением — 178,4 эВ. 


РЕШЕНИЕ 


I. Масса электрона намного меньше массы ядра, так что 
ядро можно рассматривать как неподвижное. Тогда гамильто- 
ниан запишется в виде 

Hy ρ] 4 р. Ze" Ze" 4. г” 
те 2Те . ΑπερΓΙ . AME ors AME gl 12 
Индексы | и 2 относятся соответственно к каждому из электро- 
HOB, ΓΙ И Го — расстояния электронов OT ядра, а ry — расстояние 
между ними. Если рассматривать взаимное кулоновское оттал- 
кивание как возмущение, описываемое членом 
e* 
Н = (7) 


А.Е of 12 у 


то гамильтониан для невозмущенной системы будет иметь вид 
В? 2е- h? 26’ 
+.) 
Но ( 2 Те ΑπερΓι + 2 Тре 2 AME or 9 

С помощью разделения переменных уравнение Шредингера 
можно разбить на две части, каждая из которых соответствует 
водородной задаче для ядра с зарядом Ze. Нетрудно показать, 
что, если в решении задачи о водороде умножить значение по- 
тенциальной энергии на 6, энергия У умножается на 22? и соб- 
ственная функция ψιρο принимает вид 


LZ 
Pioo= Aexp(——), 





так что при Z=2 она удовлетворяет уравнению (2). Постоян- 
ную А можно вычислить с помощью условия нормировки 


со OG 


\ 2 At == 1 = 40 A? | exp (— о) ϱ” do. 


0 0 


Интегрируя по частям, находим 


| exp (— p) 0? dp = — p’ exp(— ϱ) — 2p exp(—p)— 2exp(—p). (8) 
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Величина интеграла равна 2 и 

| 
А = ——-. (9) 

V8 
Принцип Паули позволяет двум электронам иметь одну и ту же 
собственную функцию Φ]100 в OCHOBHOM состоянии, если их спины 
противоположны. Собственная функция основного состояния не- 


возмущенной системы представляет собой произведение соб- 
ственных функций двух электронов: 


W100 (Γι, Го}  ψιου (71) * φιου (79). 


Энергия этого состояния равна сумме энергий каждого из элек- 
тронов и в 7 ==4 раза больше энергии основного состояния 
атома водорода. 

2. Если подставить разложения (4) и (5) в уравнение (3) 
и приравнять соответственно члены с нулевыми и первыми сте- 
пенями а, то полученные тождества для = приводят к уравнениям 


Hoon == W on Pons 
Hy, + Won — М + Won (10) 


Первое из этих уравнений — невозмущенное уравнение для си- 


стемы (1). Если во втором уравнении заменить фу разложением 


Ψ, — » Can’ Pon? 
то с учетом (1) получим 
2, Can! (Won .. W on) Don! = (№, — ff’) Pon (11) 


Умножая обе части этого уравнения на р, и интегрируя πο 
всему объему, находим 


>. ση’ (Won: —Won) | Pon Pon’ dt = W | VonPon dt — | Pont Pon dt 


или, принимая во внимание условия ортогональности и норми- 
ровки, 





И, — | Ф.Н’, т. (12) 


Это и есть искомое выражение. Видно, что сдвиг энергетиче- 
ского уровня ἤ равен среднему значению возмущения для невоз- 
мущенной системы в состоянии п. 

3. Если применить выражение (12) к задаче об основном со- 
стоянии гелия, где (7) определяет возмущающий член, то нахо- 
Дим 


У: = JJ Woot.) ico (Ma) зе Фик (п) Фи (0) Чл, ary (13) 
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Произведение ep, представляет собой плотность электриче- 


ского заряда в некоторой точке, обусловленную присутствием 
электрона. Следовательно, уравнение (13} представляет элек- 
тростатическую энергию двух сферически симметричных рас- 
пределений, каждое из которых относится к одному электрону. 
Тогда с учетом (2) и (9) выражение для энергии запишется 
в виде 


4е? exp (— 01) exp (— 02) 
не | | ae ta el de Что, (14) 
где Pyo = (4/о)г12, причем элементы объема dt; и dt) выра- 
жаются как функции 0; и Py соответственно. Чтобы оценить этот 
интеграл, напишем для каждой точки выражение для кулонов- 
ского потенциала, обусловленного объемной плотностью 
ехр (—0,}, а затем для энергии в этой точке другого заряда 
с объемной плотностью ехр(— 02}. Заряд 


dQ, = exp (— р.) Ίπρι dp, 


находится в сферической оболочке толщиной 401. Во внутрен- 
ней точке он создает потенциал, равный по величине dV == 
= 40:/0;. Во внешней точке, расположенной на расстоянии Pg 
от центра заряда, последний создает такой же потенциал, как 
если бы заряд, распределенный в оболочке, был сосредоточен 
в центре, а именно АИ’ = dQ;/oo. Тогда потенциал, обусловлен- 
ный распределением плотности еф(р!}, равен 


05 со 
И (р) = 4л \ ехр(— ϱι) 84 dp, + 4x | ехр(— ру) ϱι doy, 
0 0? 


Используя (8) и интеграл 
| ехр(— ϱ)ράρ-- — рехр(— 9) — exp(—9), (15) 
находим 
V (Pp) = = [2 — 2 exp (— 02) — ρε exp (— ρο)]. 
В этом случае интеграл (14) принимает вид 
3= | И (р) dQ, 


и, считая dQ» зарядом сферической оболочки, получаем 
dQ, = Ίπρς exp (— р.) ἄρο, 


3 = (4x)? \ [20, exp (— ϱ;) — 2p, exp (— 200) — ef exp (— 20,)] dog 


Ώ 
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или, используя (8) и (15), 

(Аг 5. 

$ = (Чл. 
Тогда для энергии (14) имеем значение 


_ 5 4e* (Απ 10 6” 


Теперь энергия основного состояния атома водорода выра- 
жается в виде 


Y= лед Oro” 
откуда 
Оу, = 1 13,56 = - 33,9 эВ. 


Энергия основного состояния атома гелия в пренебрежении 
электронным взаимодействием, согласно п. 1, равна 


У. =2. 4, = 108,5 эВ. 


Следовательно, исправленное значение энергии основного со- 
стояния равно 


И =, -- №! = — 108,5 + 33,9 = — 74,6 эВ. 


Видно, что значение Wy, которое должно получаться при приме- 
нении этого метода, не так уж мало по сравнению с Wo. Тем 
не менее полученный результат имеет точность порядка 5%, 
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Возмущение второго порядка. Эффект Штарка для 
ротатора 


1. Пользуясь общим методом возмущения, описанным во вто- 
рой части задачи 65, напишите уравнение для возмущения вто- 
рого порядка. Для этого замените член второго порядка pr 
собственной функции состояния п разложением в ряд по собст- 
венным функциям невозмущенной системы. Покажите, что по- 
правка второго порядка для энергетического уровня n опреде- 
ляется формулой 


+ , 2 
и у Че. о 


n’ 


2. Двухатомная молекула, имеющая момент инерции J OTHO- 
сительно оси, проходящей перпендикулярно линии, соединяю- 
щей ядра, через центр масс молекулы и обладающая дипольным 
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моментом 4, может быть рассмотрена как плоский ротатор. Она 
помещена в постоянное однородное электрическое поле E, пер- 
пендикулярное оси вращения. Рассматривая действие этого поля 
как возмущение, получите первый ненулевой поправочный член 
к энергетическим уровням такого ротатора. 


РЕШЕНИЕ 


1. Вводя разложения в ряд (4) и (5) из задачи 65 в уравне- 
ние (3) из той же задачи, находим для членов с =* 


Нофи + Hp, = „фи Е И, РИ, 


(7, — W on) ф” = αν, — Н”) pe + Wp, . (2) 


ИЛИ 


Считая, в соответствии с указаниями в условии задачи, 


м __ 
р .. } Van’ Φορ. ) 


и вводя это разложение в (2), а затем умножая каждый член на 
4, И интегрируя по всему пространству, находим, пользуясь 


уравнением (10) (задача 65) и разложением 1’ 


>. Van’ (Won . Won) | Фо Фо dt = 


— >. Can η | Pon Von’ dt — >. Can! | Pont Μο ἄν κ. ιά. | Pon Pon dt. 


ni sen Hn’ sen 


Вследствие ортогональности невозмущенных собственных функ- 
ций интеграл слева и первый интеграл справа равны нулю, а 
последний интеграл справа равен единице. Гаким образом, 


We — >. Cant | Dont Woy? dt. 
ni sen 


Для вычисления Cay вновь обратимся к уравнению (11) (задача 
65) (изменяя индексы лп’и п”) и умножим обе стороны узавне- 
ния на р, ‚. Получим 


Yan (Wone — Won) | Φον Poor а == | фи, (№, — Η3 vo, dt, 
откуда при И’ =Е п и с учетом уравнения (12) (задача 65) имеем 
| Wont Pon dt 

cnn — Won — Von’ 
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что совпадает с уравнением (1). 
2. Невозмущенный ротатор обладает только кинетической 
энергией. Гамильтониан имеет вид 
2 
а, 


ог: 


где @,— угловой момент. При подстановке вместо оператора 
G, его значения 





й д 
4, — — из AQ? 
где j=vV— ἱ, a @— переменный угол, уравнение Шредингера 
Нофо = W офо 
принимает вид 
he Ор 
ο] Gor = "оф (3) 
Это уравнение имеет собственные значения 
hey 
Woy — ο] (4) 
и собственные функции 
] 
ол == —=— exp (+ МФ}, (5 
Woz Wie р( ] φ) ) 


где / равно нулю или целому числу. 
В однородном электрическом поле E потенциальная энергия 
ротатора с дипольным моментом ἆ равна 


У, = —Е. 94 = — Edcos@. 


Так как поле Е, перпендикулярное оси вращения, составляет 
с 9 угол ф, то его удобно выбрать в качестве координаты. 
Возмущение гамильтониана равно Н”’ = Wo, и уравнение (3) 

заменяется на 

d*ap 21 

чат — Ge Wot 24 cos ф)ф = 0, (6) 
Вычисляя поправку первого порядка с помощью уравнения (12) 
(задача 65), находим 

2π 2m 


, * of Ed 7) 
Wi =| ФН” ἀφπτ--τος | ехр [Г — 1) 9] софа. (7) 
0 0 
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№. 


Интеграл равен нулю, и в результате в первом приближении 
энергетический сдвиг всех уровней также равен нулю. 

Поправка второго порядка определяется уравнением (1), ко- 
торое записывается здесь в виде 


on 9 
(| фо Н Yor и) 
η ) - (8) 
W — W ? 
a os os 


Значение Wo; определяется уравнением (4), фо; — уравнением 
(5). Тогда имеем 


21 21 

.”- Ed .. 
\ „Я bh dp = — ὃς | exp [7 VU" — J) | cos gdq. 
0 0 


Известно, что этот интеграл равен нулю для всех значений J’—J, 
за исключением значения -Εἰ, при котором он равен π. Сумма 
(8) сводится тогда к двум членам в соответствии с правилом 
отбора для ротатора AJ = -Е 1: 


Wi= Sr loo theme 


4m" Wor Wo, gay Wor — Wo, r41 
Wi — Ee 9 [2 4 9 [1 = ΕΣ 
/ 412 | (Г РО) Rear Ht ] 


Таким образом, энергетические уровни возмущенного ротатора 
определяются формулой 

hey? Е?а?1 

У = Wo + Wi = 97 вар‘ 
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Внутримолекулярный потенциал этана 


Допустим, что функция И, = — pcos 30 представляет собой 
изменение потенциальной энергии молекулы этана при вращении 
двух метильных групп друг относительно друга вокруг связи 
углерод— углерод. Угол 0 это угол между C’CH; и CC’H; 
(фиг. 67.1}, а И, — постоянная, характеризующая молекулу. 

Считайте, что длины связей СН,—=<СН.==<СН. = a, и ΒΟΠΟΜ: 
ните, что направления связей от Ск Hy, Πο, H3 и С’ имеют сим- 
метрию правильного тетраэдра. 

В этой задаче будут рассмотрены два отдельных случая. 

Случай 1: молекула этана НзС—СН.; случай 2: молекула 
гексахлорэтана С1зС— СС. 
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Численные значения: масса атома Cl в 35,5 раз больше массы 
атома Н; а == 1,08 A( случай 1) и1,8А (случай 2); У, == 0,06 эВ 
(оба случая). Заданы также значения № еи 

1. Покажите, что уравнение Шредингера можно записать в 
виде 

μὲ dap 

Bal dO 
где / — приведенный момент инерции относительно оси CC’. Най- 
дите / для случаев Ги 2. 

2. Допустите вначале, что Wo пренебрежимо мало по сравне- 
ΗΠΜΙΟ с №. 

а) Решив уравнение Шредингера для этого случая, получите 
выражения для собственных значений и собственных функций 
системы, принимая во внимание условия периодичности, накла- 
дываемые на функцию dp. 

6) Какова зависимость от угла @ вероятности нахождения 
системы в различных состояниях? 

в) Сравните найденные выше энергетические уровни 6 уров- 
нями энергии ротатора, имеющего такой же момент инерции 
относительно фиксированной оси. 

г) Справедливо ли допущение, что величиной № можно пре- 
небречь по сравнению с W? Вычислите величину W в электрон- 
вольтах для случаев | и 2. 

3. Допустите теперь, что Wp имеет существенную величину. 

а) Путем чисто физического рассмотрения покажите, что a 
имеет существенное значение при 30 = 2Ал (Е — целое число). 
Поэтому при рассмотрении уравнения Шредингера учитываются 
только два первых члена в разложении cos 360. 

6) Знаком ли Вам вид преобразованного уравнения? С какой 
задачей он ассоциируется? 

4. Найдите энергетические уровни системы, определенные 
предыдущим уравнением. Рассмотрите решения в виде 


$ (8) exp(—7-) PO), 


где ὃ — константа, которую нужно определить, а P(8) — поли- 
ном. Записав Р(8) с конечным числом членов, укажите условия, 
которые определяют возможные значения энергии системы Я. 
а) Примените эти условия и напишите общее выражение 
для W. 
6) Сравните Wc Wo. Рассчитайте первые три уровня для М 
в электрон-вольтах для случаев | и 2. Обсудите результаты. 


+ №, с0з 39% = — Wp, (1) 


РЕШЕНИЕ 


1. Вращение СНз-групп друг относительно друга происходит 
в молекуле вокруг фиксированной оси C—C’, Эта ось перпенди- 
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-- 


кулярна плоскости чертежа. (фиг. 67.1), причем группа СН,Н?2ВН: 
расположена перед группой Ο Ηι Ες Нз. Относительное поло- 
жение этих групп зависит только от угла 6. Задача действитель- 
но аналогична задаче о ротаторе с фиксированной осью, но 
отличается от нее по двум пунктам. 

Во-первых, поскольку обе метильные группы подвижны, то 
момент инерции, используемый в этой задаче, является приведен- 


af MH; С: 





Фиг. 67.1 Фиг. 67.2 


ным моментом инерции, аналогичным приведенной массе линей- 
ΠΟΤΟ осциллятора, величина его В общем случае равна 

Г. 
ПР | 


Здесь И = 1/2 = Ши 1 = 1/2, причем [о — момент инерции ме- 
тильной группы относительно оси CC’. Имеем (фиг. 67.2) 


[= 


[о = mr? = 3m (a sina)’, 


где #1— масса атома водорода (или хлора), а α-- угол, допол- 
нительный к углу 


a 
H,CC’ — 109° 25, 


Для CoHe: 
м | 
[= Se i σα, 08 . 0.9428)--- 2,66. 107” кг/м?. 
Для CoCle: 
8 - 10739. 35,5 _ 
I = ве (1,8 + 0,9428)" = 254. 10” кг/м? 


Во-вторых, здесь имеется потенциальная энергия Wp, кото- 
рая отсутствует в случае ротатора. Рассмотрение уравнения 
Шредингера для стационарных состояний частицы с массой п 


р? 
т АФН (И —W,)p=0 


1] Зак. 173 
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и обсуждение, аналогичное тому, которое проводилось для рота- 
тора. показывает, что первый член может быть представлен 
в виде 

62 dp 

oF de | 


Принимая во внимание заданное в задаче выражение 
У = —Wocos 30, находим, что уравнение Шредингера совпа- 
дает с уравнением (1), что и требовалось показать. 

2. Если потенциальной энергией можно пренебречь по срав- 
нению с энергией молекулы, уравнение (1) принимает форму 
уравнения для ротатора с фиксированной осью, Это отвечает 
свободному вращению двух половин молекулы относительно друг 
друга. Волновые функции имеют ee функций для ротатора; 








= (2) 


Однако рассмотрение фиг. 67.1 показывает, что эта функция 
периодична с периодом 2n/3: 


» (0) =» (+). 


Это условие, примененное к (2), дает 


ехр (+= 1/2 1 


откуда определяются собственные значения энергии: 


>. 
т, =/]Лл-5  (/— целое число). (3) 
Один из трех энергетических. уровней ротатора со свободной 
осью является разрешенным. 


Для Colts: 
- 9. (1,054 - 10-342 0999 10353 ~21 γι 
τη 9.906.101 ^ 7 3. 10-я = 12010 Л Dx, 


— 21 
Wom OO Pee 1,19 + 10-27 ЭВ. 
1,60 - 10 


Энергия Wy, для второго возбужденного уровня (J =?) пре- 
вышает значение Wp, 
Fina Св: 
| | 9. (1,054 + 10734) --4 72 
W , a J? —— ee [2 103 98 
7 2.254 . 10-47. 1160. 10718 


В этом случае J должно быть равным 23, чтобы величина №), 
достигала величины Wo. Таким образом, легко вызвать внутрен- 
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Hee вращение ири возбуждении молекулы CoH s. Напротив, это 
трудно сделать в случае молекулы СС. 

3. Молекула находится в равновесном состоянии тогда, когда 
ее потенциальная энергия имеет минимальное значение, то есть 
при 9 = 2Kn/3. Вероятность осуществления такой конфигурации 
максимальна. Вследствие вероятностной интерпретации wp эта 
функция имеет значительную величину при указанных выше зна- 
чениях 9. При малых значениях ϐ уравнение (1) принимает вид 


a ow ии, (1—5 8) +=0. (4) 


В этой форме, где потенциальная энергия квадратично зависит 
от переменной wt, оно оказывается подобным уравнению для гар- 
монического осциллятора. Здесь имеют место вращательные ос- 
цилляции, вызывающие кручение в молекуле относительно OCH 
СС”. 

4. Чтобы решить уравнение (4), поступим так же, каки в 
случае гармонического осциллятора. При подстановке 


21 νά 7 
a= (W + Wo), р? == ; Γ--θνγὸ 





уравнение (4) принимает вид 
42 | | 
η ει (F-@) v=o. (5) 


При значениях g, много больших чем a/b, это уравнение имеет 
асим птотическое решение 


p = exp(—4) =exp(— oe ). 


Тогда общее решение ищем в виде 


ψ = exp (— <) Р (4), 





при этом 
мер (- >) [29 + 9]: 


При подстановке в уравнение (5) получаем 


exp(— #) ee ~2q-+($— 1) qP|=0. (6) 


При 4 == со экспоненциальный член равен нулю, поэтому выра- 
жение в скобках должно быть равно нулю. Принимая 


Р (q) =) + αι + αρ” + ..., (7) 


11* 
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подставляя его в (6) и считая, что коэффициенты при последо- 
вательных степенях д равны нулю, найдем 


2a, + (+ — 1] a =0, ба; — 2a, + (+ — 1) a; =0 -- 
а в общем виде 
(n + 1)(n + 2) а,» — 2иа, + (+— 1) a, πο. 


Отсюда получается рекуррентное соотношение 
αμ +2 afb — | -- 2Η 


απ (n+l)(n+-2) 


Если a/b = 2n-+ 1, ряд (7) заканчивается членом 4”, так как 
коэффициент при д”+? и все члены более высокого порядка стре- 


(п — целое число или нуль). (8) 


Фиг. 67.3 





MATCH к нулю. Го же верно для аи. Гогда имеем 





ο α 9 W+YW, 
η] = ας i ; 
откуда -. 
Wo 
ИЗ (ит) в/м --Ψο (9) 


Для ως значения первых трех энергетических уровней равны 
n=0, W——-1,054- 10-9 A / 206 80-10 60-107" — 0,06 +1,60-1072%, 
2 2,66 - 10 
W+W,=0,30-10°” Дж = 1,87- 107° эВ. 
Величина W -+ У, соответствует минимуму на кривой потен- 
циальной энергии 
n=1, W+W,=0,90-10 ” Дж=5,61. 10” эВ, 
n=2, W+W,=—1,50-10°" Дж==9,35 . 10-* эВ. 
Для ССБ: | 
n=0, W+W,=0,308-10°7 Дж=0,19.10-? эВ, 
n=1, \У- У, ==0,57 . 10” 3B, 
η»  Ἡ -- =055. 10” 98. 
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‚На фиг. 67.3 представлены предполагаемое значение потен- 
циальной энергии (синусоидальная кривая) и ее значение в па- 
раболическом (И) приближении уравнения (4). При больших 
значениях У Ш», пренебрежимо мало и графически соответ- 
ствует линии 1/11. 


ЗАДАЧА 68 


Колебательно-вращательная энергия 
двухатомной молекулы 


Рассмотрим в этой задаче двухатомную молекулу с разными 
ядрами в приближении Борна — Оппенгеймера. Предположим, 
что потенциальная энергия двухатомной системы (обусловленная 
взаимодействием электронов и ядер) может быть представлена 
выражением 

а a? 
V(r) =—2D(4—-+), 
где г— расстояние между ядрами, a a wn РЭ — постоянные (В --- 
энергия диссоциации молекулы). 

1. Налишите не зависящее от времени уравнение Шредин- 
repa, характеризующее движение ядер. 

2. Напишите в полярных координатах (преимущество кото- 
рых нужно показать) волновые функции, являющиеся реше- 
ниями уравнения Шредингера. 

9. Напишите уравнение для радиальной части волновой функ- 
ции 41,(0), используя две безразмерные величины ро = Г/а и 
параметр A* —(2ua*/#)D. Проведите аналогию между этой 
задачей и задачей об атоме водорода. Опирайтесь на эту ана- 
логию при дальнейшем решении задачи. 

4. Покажите, что это уравнение имеет решение Ψ,(ρϱ) вида 


p, (0) = р’ exp (— bp) f (6). 


Определите значения постоянных р и ὃ и напишите уравнение, 
которому должна удовлетворять функция [(0). 

5. Найдите возможные значения вращательно-колебательной 
энергии молекулы в функции колебательных квантовых чисел 
пи вращательных квантовых чисел J. 

6. Параметр А велик по сравнению с единицей. При малых 
значениях η и J найдите подходящее выражение для энергии, 
включающее члены второго порядка. Объясните этот результат. 


РЕШЕНИЕ 


1. Уравнение Шредингера для молекулы с ядрами, обозна- 
ченными | и 2, имеет вид 


aq Ath + и Act) + Gr LW — Wp =0. 
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Δι и А› — операторы Лапласа, выраженные в виде функций 
координат двух ядер. Вводя приведенную массу 
_ ММ. 
М М: 


и межъядерное расстояние г = г; — fo, получаем 
2 — 
πο. 


2. Поскольку потенциал центральный, в полярной системе 
координат можно произвести разделение переменных. Можно 
предположить, что 





pir, 8, ϱ) == р, (г) Ф (6, φ), 


и найти уравнение, аналогичное уравнению для атома Н, а 
именно 


5 (г 9) +12 и +22 (= —s7)-s + 0] hy, =0. (2) 


3. При подстановке р = r/a и d?/dr? = 1/а? (d*/do”) уравнение (2) 
принимает вид 


ο ap 4 
0" io? + 2p + 


+f" р — бе +0] = 











или, полагая 4? == 2Рра |, 





Apo 2 dry (4 2A? aay | 7 
ae pa ta te πο ϐ8 
4. При о —> © из (3) получается асимптотическое уравнение 
2p, АУ 
πρ ТБ 4—0, (4) 


для которого подходящим решением является 


Е] 
p=an/ ey. (6) 


С другой стороны, при ρ -» 0 уравнение (3) асимптотически при- 
ближается к 


откуда 


а? 2 dw At I(J +1) 
apr to ae a = (6) 
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— дифференциальному уравнению второго порядка с постоян- 
ными коэффициентами. Обсуждение, аналогичное тому, которое 
проводилось для атома водорода, Показывает, что решение 
этого уравнения должно характеризоваться величиной p?, под- 
становка которой в (6) приводит к уравнению 


р-р — 4? — (Г 1) =0. 


Его единственно приемлемым решением будет 
ре +л/ 4+ (1+1) +(7+5), (7) 
поскольку р > — 1. 


Таким образом, решение (3) имеет требуемую Форму, a 


именно 
p, (ϱ) = 0” exp (— bp) } (6), (8) 


где р определяется уравнением (7), 6 — уравнением (5). Под- 
ставляя (8) в (3), находим уравнение, которому удовлетворяет 


| (ρ): 
ο ο ο 


5. Рассуждения, подобные ΤΕΜ, которые проводились в зада- 
че об атоме водорода, приводят к тому, что должно выполняться 


условие 
Aa/? —(p+ l)—na, 


где й — положительное целое число. Энергия определяется вы- 


ражением 
DA- 


ина‘ 
6. Если ΑΝ пи J, получаем 


9 a Т-- 1/2 \2 
Аи (itz) πα. 
и знаменатель в уравнении (9) принимает вид 
9 n+ tls Lf IAM \ 
A ῃ πο.“ )]. 
откуда приближенное значение энергии равно 


и (2-5 


и = — (9) 
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ИЛИ 


= (и +5) + (1+5) зы, (10) 


2D [22 
ὦὢ ———- =f 5. 
А μα” 


Первый член в (10) представляет энергию диссоциации (от- 
считываемую от значения нулевой энергии без учета колеба- 
тельной энергии основного состояния). Второй член характери- 
зует энергию гармонических колебаний (нужно удостовериться, 
что ω имеет размерность частоты). Третий член представляет 
вращательную энергию. 


где 





АТОМНЫЕ И МОЛЕКУЛЯРНЫЕ СПЕКТРЫ 


ЗАДАЧА 69 
Спектр атома водорода 
] - 


Квантовая теория излучения спектральной линии. Теория 
Бора. Применение к излучению атома водорода. Расчет постоян- 
ной Ридберга Ry для случая фиксированного ядра и случая с 
учетом движения ядра. 

Численные данные: 


й = 6,625.10 \ Дж-с, с=2,998. 10° м/с, е=1,602.. 107" Ka, 


т — 9 108 - 107"! кг. 


50 — απο 103 › 


Отношение массы электрона т к массе ядра атома водорода М 
равно 1/1838. 


II 


Найдите общее соотношение для числа длин волн на один 
сантиметр в излучении, испускаемом атомом водорода при пере- 
ходе электрона с уровня Π на уровень nN’. 

Численный пример. Вычислите длину волны в сухом воздухе 
при 15°С и атмосферном давлении для первых четырех линий 
серии Бальмера (линий H,, He, Hy, Н,). Какова длина волны 
границы серии? Каковы резонансные потенциалы и ионизацион- 
ный потенциал для атома водорода? 

Примите, что показатель преломления сухого воздуха при 
15 °С и атмосферном давлении равен 1,000280, а эксперименталь- 
но полученное значение Ry = 109678 см-!. 


Ш 


Спектры ионизованного гелия и дейтерия. 
Серия Ридберга и Пикеринга 


Численный пример. Вычислите постоянную Ридберга Юр для 
дейтерия (тяжелого водорода} в случае фиксированного ядра и 
для случая, учитывающего движение ядра. Отношение массы 
электрона к массе ядра дейтерия равно 1/3571. 
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Принимая, что Юр = 109707 см-!, определите длину волны 
в сухом воздухе при 15°С и атмосферном давлении для первых 
четырех линий серии Бальмера для дейтерия, аналогичных ли- 
ниям Но, He, Hy и Н, легкого водорода. 


IV 


Рассмотрите две линии H,, предполагая, что они излучаются 
с одинаковой интенсивностью смесью легкого водорода и дейте- 
рия и регистрируются дифракционным спектрографом с пло- 
ской отражающей решеткой. Решетка длиной 5 см, имеющая 
500 штрихов на | мм, освещается через исчезающе узкую щель, 
находящуюся в фокальной плоскости объектива. Щель парал- 
лельна линиям решетки. 

Дифрагированный луч наблюдается в телескоп с фокусным 
расстоянием 40 см в направлении, перпендикулярном решетке. 

Каким должен быть угол падения, чтобы изображение щели 
в третьем порядке дифракции располагалось на перекрестке 
нитей телескопа? Каково значение угловой дисперсии? Каково 
Линеиное расстояние в Фокальной плоскости объектива между 
двумя Линиями, различающимися по длине волны Ha 1 А? Каково 
линейное расстояние между линиями H, легкого водорода и дей- 
терия? Каково теоретическое значение разрешающей силы? Ка- 
кова должна быть оптическая сила окуляра, чтобы разрешающая 
сила решетки использовалась эффективно? Допустите, что глаз. 
может различать угол величиной |” u входные отверстия объек- 
тива коллиматора и телескопа достаточно велики, чтобы не «ΠΗ- 
жать разрешающую силу решетки. 


РЕШЕНИЕ 


В первоначальной теории Бора предполагалось, что электрон 
описывает вокруг ядра атома водорода, находящегося в основ- 
ном состоянии (или относительно центра масс), круговые орбиты 
радиусом го и что кулоновское притяжение 


9 
ANE (fH 


обеспечивает необходимую центростремительную силу для этой 
орбиты, которая равна FP’ = mv?/ro, и, таким образом, 


= mv (2) 
An foto ° 
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Электростатическая потенциальная энергия, с учетом (1), имеет 
ВИД 


W _o 
po AME ro , 
а полная энергия равна 
e? mo-* ο - 
Wo .α. Wp + We .. ANS of + 2 _ πες) 9) 


(согласно теореме вириала). Бор определял радиус го при усло- 
вии, что угловой момент равен Й/2л, произвольно вводя таким 
образом квантование. Заменяя в (2) v на Ah/2nmre: 


aN 
Го — — ao (4) 





и подставляя это значение в уравнение (3), получаем 
те“ 
И — (5) 


=” ор 9 
Sesh 


Уравнения (4) и (5) оказываются совпадающими с ypaBHe- 
нием для основного состояния водорода, найденным в квантовой 
механике. Однако рассуждения, посредством которых оно было 
здесь получено, не являются удовлетворительными, поскольку 
для электрона необходимо постулировать круговое движение, 
чтобы он обладал угловым моментом. Однако известно, что в 
основном состоянии, как и во всех S-COCTOAHHAX, угловой мо- 
мент отсутствует. Кроме того, теория Бора неприменима при по- 
пытках распространить ее на возбужденное состояние атома 
водорода или на атомы более чем с одним электроном. 

Пользуясь определением спектрального терма, запишем 





и, — — hcr, (6) 
OTKY τα 
ο πιο _ —_— 9,108. 10-31 ° (1,602 . 10-193) . 16. (3, 14)” 9]. 1015 - 
οο 8ε ή ο 8 - (6,625 - 10-34)3. 9.998 | 108 


= 109915,3 см-!. 


Это значение получается при допущении, что электрон дви- 
жется вокруг фиксированного ядра. Если учесть одновременное 
движение электрона и ядра вокруг центра масс, необходимо за- 
менить массу т на приведенную массу 


—_ Mm 
= i т ° 
Тогда находим 


| 
Юн — Re = = Rx Тим — 109 855,5 см! . (7) 
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I] 


Согласно основным постулатам Бора (справедливость KOTO- 
рых сохраняется, несмотря на их элементарный характер), из- 
лучение и поглощение излучения с частотой у и энергией Йу 
происходят при переходе атома из одного стационарного состоя- 
ния в другие, квантованные энергии которых определяются для 


водорода выражением 
| 


те! 
Wn Behe ит (8) 
где A— положительное целое число. Закон сохранения энергии 


при переходе с уровня п на уровень п’ с излучением (n’ <n) 
записывается в виде 


| | 
У, — Wy = Se (1—2). 





Учет уравнения (6) и соотношения у = ενο между частотой 
и спектроскопическим волновым числом Vo == 1/λο дает 


=е (===), 


где № = 1/¥) — длина волны света в вакууме, поскольку в урав- 
нении (6) используется скорость с. В среде с показателем пре- 
ломления N длина волны А == λα Ν. Для линий серии Бальмера 
n’ = 2, таким образом, получаем 


y= R (ae) = 1088 (ae): 


H, % = 109 678 (> — = 109 678. ας = 15 233,1 ον] 
"h, = 6562,8 A: 

Πρ 9 = 109678 (+ —+_) = 109678 - 5 =20 564,6 см-! 

в vo 47 16) 16 — eM 

A, = 4861,3 A; 

Н, % = 109678 (+- — sz) = 109678 - 0,21 = 23 032,4 см-1, 
hy = 4340,4 A; 

H, %=109 678 (+ — —з)= 109 678 . =: = 24 372,9 ем-1, 
4s =4101,8 А. 

На границе серии п == со, следовательно, 

Hp = В — 27 419,6 cm, 


λ.. = 3646,0A, 


ЗАДАЧА 69 АТОМНЫЕ И МОЛЕКУЛЯРНЫЕ СПЕКГРЫ 333 


Разности резонансных потенциалов, умноженные на заряд ο, 
представляют энергию, необходимую для перехода электрона из 
основного состояния на уровни с п = 1, 2, ..., причем п имеет 
конечную величину. 

Для первого из этих потенциалов У, находим, пользуясь (8) 
и (6): 


г, — Ия (т) ΞΞΛΕΚ{Ι —F), 





825)" 
h 6,625 . 107°? . 9,998 . 10° - 1,09678 - 104. 
у = сю 3 625. 10 2,9 I ПР 678. 10°.3 — 10 198 эВ. 
е 4 1,602-10° "+4 
Для второго резонансного потенциала 
πες (1 1 AcR 8 
{ιτ = — J = — = 
у. -- о 9 12,087 эВ. 


Потенциал ионизации V;— это такой потенциал, который He- 
обходим для перехода электрона с зарядом е с уровня My = | 
в состояние ἤ == со, когда он отрывается от ядра. Записываем 


ey, — W — Ack, 


откуда, пользуясь вычисленным для У, значением, получаем 


у. = a — 13 598 эВ. 





Заметим, что энергия ионизации AcR соответствует границе 
серии Лаймана, п’ = |, п = со, волновое число которой будет 
тогда δρ = К. 


Ш 


Атом дейтерия D имеет только один электрон и ядро с таким 
же зарядом и с массой, вдвое большей массы легкого водорода. 
Его спектр должен быть идентичен спектру водорода, если пре- 
небречь движением ядра. С учетом этого движения величина 
приведенной массы изменится и постоянная Ридберга будет 


равна 
] 


о — — | 
ГЕ0/357И — 109 884,5 см”. 


Юр = Ко 
Ионизованный атом гелия Het имеет один электрон. массу, 

в 4 раза большую массы атома водорода, и удвоенный заряд 
ядра. Учет массы опять производится уравнением (7). Для оцен- 
ки влияния изменения заряда необходимо удвоить значения силы 
и кулоновского потенциала, что приводит к умножению значений 
энергетических уровней (8) на коэффициент 4. В результате 
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линиям гелия соответствуют волновые числа, определяемые вы- 


ражением - 
~ | | 
y= 4Rie (= — =). 
п) Π 
Γπο 
] 


T+ πι] μις == [09 900,3 CM’. 


ЮНе — Ко 


Для серии Ридберга mp = 3, а для серии Пикеринга Πρ == 4. 
Расчет линий серии Бальмера для дейтерия производится та- 
ким же образом, как и для водорода: 
| ] 
6) = 109 707 (;-—). 

Находим 

Л. %=15 237,08 см-', №==6561,1А, 

В; Vo == 20 570,06 ем-', Ko — 4860,1 А, 

D, %=23038,47 см-', №==4339,3 А, 

Ds %=24 379,33 cm—', №= 4100,7 А. 


Этот расчет можно провести непосредственно, используя 
уравнение 





ΑΦ. _ AR 
У» № 
и принимая ДЛЯ Vo значения, найденные для водорода, для 


Ю — значение 109678 см-!, также найденное для водорода, и для 
ΔΙ — значение (109 707—109 678) см-!. 


ιν 


Система представлена на фиг. 69.1. Максимум дифракции 
третьего порядка располагается в направлении {к = 0. Уравне- 
ние решетки определяет угол падения Й: 


Όλι 
d . 





sini’ = 


Принимая, что требуемое изображение относится к длине волны 
Ao == 0,6563. 19-3 мм, получаем при а == 0,002 мм 


. —3 
sin i’ =e —0,98445, i= 79°52’. 


Угловая дисперсия при cosix = 1 определяется выражением 


К 3 
Da = 5.03 = 1500 рад/мм. 
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Линейное расстояние между линиями, отличающимися на | A = 
== 10-7 мм, равно 


fD-107* == 400+ 1500 . 107° =60 мм. 
Линейное расстояние между линиями Ноа равно 
400 . 1500 . (6562,8 — 6561,1) + 107’ = 1,02 мм. 
Теоретическая разрешающая сила равна 


ур == Nk = 5000 +5 +3== 75 000. 


Для того чтобы две линии воспринимались раздельно, необ- 
ходимо, чтобы изображения находились на угловом расстоянии 


Фиг, 69.1 xO 

{λος 
Ai > λ/Νά. Этот угол должен быть преобразован телё.копом 
до величины, равной по крайней мере 1’. Используемое увеличе- 
ние телескопа равно 

—4 

— "2 р 223. 
0,6563 + 10 


Но С == 40/7’, откуда 1/7’ == 23/40 = 0,57 диоптрий. 
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Спектр нейтрального атома лития 


Вспомните, что атом лития имеет один оптический электрон 
и его основным состоянием является Э-состояние (f = 0). 


1. При условии, что ионизационный потенциал И; = 5,390 В, 
найдите: 

а} Терм основного состояния Το (в см-!), принимая границу 
ионизации за начало отсчета термов. 

6) Длину волны № в вакууме для границы главной серии 
при заданном е/йс == 8,0682. 105 (в единицах системы СИ). 

2. Первый потенциал ионизации, измеренный электрическими 
методами, оказался равным V; = 1,85 В. 
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а) Рассчитайте величину соответствующего терма Τι в cM~!. 
Что можно сказать о точности, с которой в этом случае опреде- 
ляется Г!? Сравните ее с точностью определения Τι спектроско- 
пическими методами. 

6) Найдите длину волны линии излучения, соответствующего 
комбинации этого терма с термом основного состояния. 

в) Каким символом должен быть обозначен этот терм ($, 
P,D,F, ...)? 


Н 


1. Излучение, рассмотренное выше, исследуется с помощью 
спектрографа с отражающей решеткой. Решетка имеет 1200 
штрихов на 1 мм. Спектр образуется в фокальной плоскости 
линзы Ly с фокусным расстоянием 2M. Решетка используется 
в схеме Литтрова (то есть дифрагированные лучи совпадают с 
падающими, причем те и другие предполагаются параллель- 
НЫМИ). | 

а) Вычислите синус угла i между лучами и нормалью к пло- 
скости решетки, для которой указанные выше условия соблю- 
даются в первом порядке для длины волны Ay. 

6) При таком расположении решетки в фокальной плоско- 
сти линзы L; видны две линии на расстоянии 40 мкм друг от 
друга. Предполагая, что обе они лежат в первом порядке ди- 
фракции, рассчитайте разность их длин волн и соответствующих 
волновых чисел. ᾿ 

в) Предполагая, что эмиссионные линии бесконечно резкие, 
найдите минимальную длину штриховой дифракционной решет- 
ки, которая дает возможность разрешить эти линии. 

г) Как объясняется расщепление линий? Что представляет 
собой их разность в волновых числах? 


Ш 


Допустим, что: 

упомянутый дублет был получен путем возбуждения паров 
лития, находящихся в тепловом равновесии при температуре 7; 

разрешающая сила спектроскопа много болыне рассмотрен- 
ной выше; 

при этих условиях эксперимента ширина спектральной линии 
обусловлена только эффектом Доплера — Физо. 

а} Найдите контур линии, т. е. распределение интенсивности 
как функцию длины волны (или волнового числа). 

6) Определите точное значение ее полуширины. 

в) До какой температуры можно нагреть пары лития, сохра- 
няя разрешение компонент дублета (т. е. чтобы наибольшая 
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ширина каждой из них была бы равна расстоянию между pac- 
считанными выше линиями)? 

Примечание. Вспомните, что доля dN/N атомов, компоненты 
скорости которых в заданном направлении заключены в интер- 
Balle и и u-+ аи, определяется формулой 

_— 2 
= Aexp (рт) de 


где А — постоянная, величину которой нет необходимости точно 
знать, М — атомный вес, выраженный в граммах (для лития 
7.10-3 кг), Ю- газовая постоянная для идеального газа 
(8,32 κ. κ). 


Примите значения In 2 == 0,69, ο--- 3.108 м/с. 


IV 


Рассмотрите теперь пучок атомов лития (фиг. 70.1), проходя- 
щий В "направлении х’Ох, после выхода из малого отверстия, 
проделанного в стенке нагревателя и коллимированного отвер- 
стием в экране. Предположим, что диаметр обоих отверстий 


ai 


(ΤΘΚΙΠΠΙΡΟΗΘΙ 


Атомы лития 





Фиг. 70.1 


исчезающе мал. Атомы лития возбуждаются при столкновениях 
с электронным пучком, направленным по 2 Oz перпендикулярно 
кх’Ох и ускоряющимся в поле с разностью потенциалов, немного 
большей γι. Излучение, распространяющееся в направлении Oy, 
перпендикулярном к обоим пучкам, направляется на щель спек- 
трографа. 

а) Объясните, почему линии здесь получаются намного 
тоньше? | 

6) Если предположить, что все другие причины уширения 
исключены (разрешающая сила спектрографа, влияние электри- 
ческого и магнитного полей и т. д.), то снова окажется, что две 
линии имеют ширину порядка 0,003 см-". 
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Что является источником этой остаточной ширины? Какую ха- 
рактеристику можно установить для одного из двух уровней это- 
го перехода? К какому уровню это относится? 


У 


Оставив рассмотрение дублета, исследуйте линии «резкой» 
серии (2Р — nS-cepun). 

а) Почему все линии этой серии являются дублетами? Что 
можно сказать о разности волновых чисел двух линий одного из 
дублетов этой серии? 

6) При рассмотрении первой линии резкой серии обнаружи- 
вается, что она является дублетом и что более коротковолновая 
из этих двух линий имеет длину волны 


Ay = 8128,75 А. 


Найдите значение в см-! первого терма Το соответствующего 
перехода и расстояние между двумя компонентами в ангстремах, 


РЕШЕНИЕ 
I 


1. Энергия ионизации eV; соответствует разности между Ha- 
чалом отсчета энергии и энергией уровня основного состояния. 
Энергия терма, имеющего значение Г см! равна W == ποτ, 

а) Отсюда для основного состояния записываем 


eV; — heT, 
-- eV; 
Го — he ° 


Значение 6/16 дано в единицах системы CH, поэтому И; должно 
получаться в м7!: 


Г. = 8,0682 . 105. 5,390 = 4 348 700 м-! = 43 487 ομ”-]. 


6) ho = т-= 2299. 10-8 см — 2299 А. 


2. а) Первый потенциал возбуждения представляет собой 
энергию, необходимую для возбуждения электрона основного 
состояния Το до уровня Τι. Таким образом, имеем 

То — Г, = 8,0682 . 105. 1,85 =14920 см-! 
И 
Г: = 43 487 — 14920 = 255607 см-'. 


Если дано V; = 185 В, это означает, при отсутствии других 
указаний, что погрешность составляет £0,005 В, следовательно, 
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погрешность в определении Τι равна 
8,0682 . 107. 5 - 107° 4000 см-*, 


т. е. относительная ошибка имеет порядок 09,1 (для уровня ос- 
ΗΟΒΗΟΓΟ состояния). Эта погрешность намного больше той, KOTO- 
рая может быть получена спектроскопическим методом, где при 
измерении длины волны достигается точность порядка 0,1 А, т. е. 
порядок относительной погрешности составляет 10—— 10-5. 
| 

6} M= FoF = 6710Λ. 
Эта линия — первая в главной серии и является аналогом ᾖ)-πη- 
нии натрия. Она расположена в красной области спектра и обус- 
ловливает характерный цвет пламени, в котором присутствуют 
соли лития. 

в} Терм основного состояния — это S-tepm (1==0); согласно 
правилу отбора, он может комбинировать только с термом Р 
(1 —=1): Al= 1. Следовательно, терм Г, является Р-термом. 


1] 


1. a) Уравнение дифракционной решетки при i =i’ в первом 
порядке дает 


6710.10. 1200 
2 
6) Расстояние [, на котором находятся две линии в фокаль- 


ной плоскости, связано с их угловым расстоянием 6: соотноше- 
нием O/ == [δί, где | — фокусное расстояние Li, откуда 


._ А -- 
2 Sill i, = a HAH Sint, = —= 0,40. 


‚ 10—° 
Oi, = - рад. 
С другой стороны, 
Sy 
6, — Цсози 
следовательно, 
6%, = 460$ i151, = = 0,9165 = — .- — 0,153 . 1077 mm или 0.153 A, 
Имеем $ = 1/^, откуда 4% == а 
0,158 _ 0153 _ _ -βλ-ι _ 
| 0% — 670 = 04502. 108 — 0,339. 10 А или 0,340 см-! 


в) При используемом предположении ширина линий обуслов- 
лена только дифракцией и конечностью длины решетки. Теоре- 
тическое разрешение, определяемое как 


А, 
on NK, 
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позволяет рассчитать //, а следовательно, длину плоской решет- 
ки. При К = | имеем 

Ν A _  6710-107° 

п пол, 1200 + 0,153 + 197 


г) Дублет обусловлен спин-орбитальным взаимодействием. 
Разность волновых чисел, умноженная нас, представляет собой 
расстояние между двумя энергетическими уровнями спина опти- 
ческого электрона в магнитном поле, обусловленном его орби- 
тальным движением. 


а} Поперечный эффект Доплера незначителен, и уширение 
линии обусловлено только эффектом Доплера, вызванным дви- 
жением со скоростью и вдоль направления наблюдения. Для 
атома изменения волновых чисел при этом определяются урав- 


HEHHEM 
AV - АУ u 


Ес: (1) 
где знак -- относится к случаю, когда атом движется по направ- 
лению к наблюдателю. В идеальном газе (каким предпола- 
гаются пары лития} распределение атомных скоростей является 
статистическим и число атомов с массой т, у которых скорость 
в данном направлении заключена в интервале между и и 
u-+ du, при равновесной температуре Т определяется соотноше- 


нием 
АМ = С exp (-[5=) du, (2) 


где С — константа, а А — постоянная Больцмана. Это выражение 
является результатом распределения по скоростям Максвеллаы— 
Больцмана. 


При 
т σσ _М 
# д КЮ’ 
где Х— число Авогадро, уравнение (2) можно записать в виде 
Mu? 


что является выражением, заданным в задаче. 
Чтобы найти распределение интенсивности как функции вол- 
нового числа, заметьте, что интенсивность излучения в интер- 
Basle αν пропорциональна числу атомов, излучение которых имеет 
волновые числа внутри этого интервала, поскольку излучение не 
является когерентным. Кроме того, интервал dv CBA3aH с интер- 
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валом du скоростей атомов. Подставляя в (3) значение и, взя- 
тое из (1), получаем выражение для относительной интенсивно- 
сти { (9) 


[ (9) Ξ-- 15 exp | — ORT? 


ae я. οσα (¥ — vo]. (4) 


где Vo — волновое число центра линии, соответствующее нулевой 
скорости. Кривая, представляющая /(¥) (фиг. 70.2), симметрич- 
на относительно Vo вследствие хаотического распределения ско- 
ростей. Это кривая Гаусса. 

6) Интенсивность, равная половине максимума Го, соответст- 
вует таким волновым числам ν΄, что 


> exp | — У —% |. 
2RTV? 


OTKY I 
_ _ ЮГУ, 
(μ΄ —_— Vo)" —= Mee In 2. 


Полуширина задается интервалом 
волновых чисел 
2 | (57 — Vo) | — 2Αν΄ 


. πο (9) 
Ау = =o a/R? Фиг. 70.2 





в} Две компоненты, рассмотренные в п. II, становятся не- 
разрешенными, если ширина каждой из них больше интервала 
волновых чисел между ними. Поэтому, воспользовавшись резуль- 
ΤΑΤΟΜ, полученным в ПИ, 1,6 (0,34 см-'), получим 


14 92 2.8,30Т. 0,59. 
0,34 = 2. 4820 , / 5 2 . ᾽ 
3.10 7.10 





откуда максимальная температура, при которой возможно раз- 
решение компонент, равна 


A/T =83,8, Т=7022К. 


1V 


а) Атомы в атомном пучке обладают скоростью, изменяю- 
щейся около среднего значения, но с вполне определенным на- 
правлением. Поскольку скорость перпендикулярна направлению 
наблюдения, продольный эффект Доплера исключен. Поперечный 
эффект Доплера здесь не может быть причиной уширения линий, 
а эффекты столкновений и взаимодействия атомов невелики в 
разреженном газе, составляющем пучок. Поэтому линии будут 
узкими. 
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aa 


6) Если предыдущие причины уширения линий, связанные с 
аппаратурой, исключаются, остается только естественная шири- 
на линий, существование которой следует из. соотношения не- 
определенности AW At = h. Неопределенность в измерении энер- 
гии, при использовании параметров, заданных в условии задачи, 
равна 


AW — Ис Avy =h-3-10'°-3- 107°, 


Следовательно, неопределенность во времени соответствующего 
перехода 


AW 7 
Ар 9. 10 ο. 
После перехода атом лития возвращается в основное состояние, 
где время его жизни при отсутствии возмущений бесконечно. Ин- 
тервал Al характеризует верхний уровень и его среднее время 
ЖИЗНИ. 





У 


а} Линии резкой серии излучаются при переходе с уровня 
по (п=3, 4,...) Ha 2Р-уровень. Кроме того, этот последний 


35 


Резкая серия 






> pt Фиг. 70.3 


Главная серия 


25 


уровень расщепляется в результате спин-орбитального взаимо- 
действия на уровни 2P’ и 2Р”, как видно из Il,r (фиг. 70.3); од- 
нако с S-ypOBHAMH этого не происходит, так как для них орби- 
тальный момент равен нулю. Расщепление дублетов резкой 
серии, выраженное в волновых числах, равно 


Ay = (2Р’ — nS) — (2P” — nS) = 2P’ — Эри, 


Это значение является константой. С πργτοῇ ‘cTOpOHbl, для линий 
главной серии, образующихся при переходах оптического элек- 
трона между пР (п = 2, 3, 4, ...)-уровнями и уровнем 2S основ- 
ΗΟΓΟ COCTOAHHA 


ΔΑ = (nP’ — 2S) — (nP” — 2S) =nP’ — ΠΡ”. 


Этот интервал является переменным, поскольку он уменьшается 
с возрастанием п. 
6) Волновое число рассматриваемого излучения 
| | 


ο, = τπτ = —! 
Vo = he 8128 75 12 302 см. 
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Расстояние между двумя компонентами этой линии такое же, как 
между компонентами первой линии главной серии (фиг. 70.9), 
т. е. соответствует рассчитанному в вопросе II,1,6 интервалу’ 
Ду = 0,34 cm—!. В длинах волн оно равно 


[АА [=| AG]. А? =0,34 - (8130)? = 0,223 A, 


ЗАДАЧА 71 
Эффект Доплера. Ширина спектральной линии 


Первые спектральные линии первых двух серий атома ΒΟΠΟ-- 
рода имеют следующие длины волн (в А): 

Серия Лаймана: 1215,7... 

Серия Бальмера: 6563,07; 4861,33... 

Кроме того, граница серии Бальмера соответствует 3645,9 А. 

1. Вспомните выражение, с помощью которого вычисляются 
эти длины волн, и вкратце объясните его значение. 

2. Рассчитайте потенциал ионизации И; атома водорода. 

3. Пользуясь комбинационным принципом, рассчитайте длину: 
волны первой линии третьей серии (Пашена) водорода. 


1. Атомы водорода, возбуждаемые при электрическом раз-- 
ряде в трубке низкого давления, вылетают через отверстие в ка- 
tone С (фиг. 71.1) и движутся в направлении Cx. Рассмотрите- 





Фиг. 71.1 


Нв-линию, помещая спектроскоп сначала в точку Οἱ, а затем 
в Oo. Для длины волны Нвз-линии получатся два значения: 
Ai = 4855,45 А в О; и λος 4861,33 А в Oo. Вкратце объясните- 
этот результат. Вычислите скорость атомов вдоль Сх, используя 
преобразование Лоренца. Используйте систему координат` 
S (xyz), связанную с атомами, движущимися с постоянной скоро- 
стью и относительно системы координат S’(x’y’2’), связанной: 
с лабораторией. 


т 


"344 ЗАДАЧИ ПО ОПТИКЕ ЗАДАЧА 71 


Аргумент синусоидальной функции sin 2лу (ЁЕ— х/с) инвариан- 
тен относительно преобразования Лоренца. При нахождении u 
пренебрегите u?/c?. 

2. Щель спектроскопа помещается в Оз и через Hee перпенди- 
кулярно Сх проходит свет, излучаемый атомами на отрезке 
атомного пучка, заключенного между x их- ах. При смещении 
‘<пектроскопа параллельно Cx наблюдается экспоненциальное 
уменьшение интенсивности Нв-излучения, πο закону | = 
— оехр(—Кх), при К = 138 Μ-ὶ, п — интенсивность пучка при 
выходе из катода. Рассчитайте среднее время жизни т атомов 
водорода в возбужденном состоянии, т. е. время, требующееся 
для уменьшения интенсивности излучения в l/e раз от ее перво- 
начальной величины. Найдите естественную ширину линии Нь, 
предполагая, что время жизни нижнего уровня намного больше 
времени жизни возбужденного состояния. 


il 


Рассмотрите излучение линии Hg атомами в обычной разряд- 
ной трубке при 27°С. Проанализируйте излучение с помощью 
интерферометра Фабри — Перо, у которого расстояние между 
пластинками увеличивается до тех пор, пока сохраняется види- 
мость полос. Предельный порядок интерференции равен 50000. 
Какова ширина линии, если предположить, что контур линии 
прямоугольный? Находим ширину, намного большую естествен- 
ной ширины. Предполагая, что все атомы движутся с одинако- 
вой скоростью, т. 6. со средней тепловой скоростью (9), рассчи- 
тайте ширину линии, обусловленную эффектом Доплера, и срав- 
ните ее с экспериментально полученным значением. 

Вспомните, что в кинетической теории газов (9) = ^/ЗЮТ/мА, 
где А —— газовая постоянная для идеального газа, Г — абсолют- 
ная температура, а А — масса атома. 


РЕШЕНИЕ 
I 


] | | 
σα Gre) у 


Ю — постоянная Ридберга, п, — целое число, характеризующее 
‘спектральную серию (Πρ 1 для серии Лаймана, п = 2 для 
‘серии Бальмера и т. д.), а п — члены бесконечного ряда целых 
чисел, характеризующие линии каждой серии и начинающиеся 
-C чисел, непосредственно следующих за Πρ. 
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2. Энергия ионизации — это энергия, которую надо сообщить. 
атому Н, чтобы переместить электрон, находящийся в основном 
состоянии, из поля ядра в бесконечность, причем так, чтобы в 
бесконечности он не обладал кинетической энергией. Запишем 


м, —еу; = νι" 
ЗДЕСЬ е — заряд электрона, \; — частота границы серии Лаймана, 


так что, используя выражение (1) при mo = Ти A= oo, имеем 


у; = ARE ‘ 


6 





Ю можно вычислить, используя заданное выше значение гранич- 


ной частоты серии Бальмера; при И, =2 и N= со уравнение 
(1) дает 
К 
A 4? 
поэтому 
6,62 . 107 .4.3. 10° 
= 13,6 В. 


ἐπ 3645,9- 107!°. 1,60- 1019 
3. Первая линия серии Пашена (п. = 3) имеет длину волны 
] | ] 
πο --πο). 
Поскольку первые две линии серии Бальмера имеют длины волн 


| ] ] ] ] ] 
~=R(q-7 И = (тв), 


ТО 
Е 
A Ag Ay 
Е λ 
Aiko __ 6563,07 - 4861,33 _ 
^^ 18748,0 А. 
I 


1. Ионы Ht, ускоренные электрическим полем между A и С, 
захватывают в С электроны и с этой приобретенной скоростью: 
движутся в вакууме. В системе координат излучающего атома 
частота Нв-излучения равна у, а в лабораторной системе у’. Mo- 
нохроматическая волна, распространяющаяся вдоль Cx, в си- 
стеме $ описывается уравнением 


Е — Εν exp|2njv(t — =). 
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Ее фаза у(Г—х/с) инвариантна относительно преобразования 
„Лоренца, поэтому 
x” x 
ие) 
С С 


обозначения со штрихами относятся к системе 5’. Уравнения 
„Лоренца 


= y (x — ut), =y(i-), 





где 
Е, 
дают 
Ру (1 — (== =y(1+4)(t—4), 
откуда 


уму (1+). | (2) 


Частота больше для наблюдателя в точке О; из-за продольного 
эффекта Доплера. Если пренебречь #2/с? и, таким образом, счи- 
тать γ 1, поперечный эффект Доплера (который, хотя и очень 
мал, в принципе имеет место для наблюдателя в точке Og) исче- 
зает. Гаким образом, 





о, ντ 
. A, , . λο 
] 
it 
откуда 
de = мМ\ _ (4861,33 — 4855,45) 3. 10° _ : 


2. Интенсивность наблюдаемого свечения пропорциональна 
числу атомов, содержащихся в объеме, ограниченном плоскостя- 
ми C расстоянием dX между ними, которые высвечиваются в еди- 
ницу времени (так как излучение некогерентно). Это число про- 
порционально также числу атомов, еще сохранивших возбужден- 
ное состояние, в том же объеме. Спонтанное излучение умень- 
цается со временем по закону 


I= I,exp(—-—). 


Сравнение с выражением, данным в условии задачи, показы- 
вает, что 


f 
Kx = — 
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ил}! 

[ 1 | —7 
πο КЕ = Ка == 188-3635. 1055 1 С. 
При решении уравнения Шредингера предполагается, что воз- 
бужденные уровни атома имеют точные значения энергии. Соот- 
ношение неопределенности АЙ. АГ ~ A показывает, что, посколь- 
ку AW = 0, АГ — oo и эти состояния являются стационарными. 
Однако только для основного состояния время жизни бесконечно. 
Предыдущий эксперимент показывает, что конечная величина 
времени жизни т ведет к неопределенности в энергии возбужден- 
ного уровня, равной AW α” Й/х. Поскольку AW == ИАу, естествен- 
ная ширина линии Hg равна 


Ay & 25. 105 Гц 
ИЛИ 


.0,236 + 5 


— = 1078 wm =0,39- 107A. 


[ΔΛ |=] Av = 


Видимость полос пропадает, если при разности хода д = pA 
порядок интерференции р для краев спектрального участка из- 
лучения, содержащегося в луче, отличается на |, так что 


Aé = p АА = Ар, 


_ А __ 4861,33 __ 
Этот интервал намного больше вычисленной выше естественной 
ширины линии. 

При вычислении уширения, вызванного эффектом Доплера, 
воспользуемся уравнением (2), данным в задаче для скорости 
теплового движения, и найдем 


3 
(oy = a/ SRT = 8. 8-83 107-800. ος +300 0530 м/с. 





Скорость (9), подобно скорости и, рассмотренной в II, относится 
к движению атома по направлению к наблюдателю и в обратном 
направлении. Ширина линии, таким образом, находится из соот- 
ношения 


ee ogee НЮ 
eee 


ν ο ο А 
г. 6, ка 
An ---λ 22) — 4861,33. 2-780 — 0,082 А. 


Эта величина гораздо ближе к экспериментальному значению, 
чем естественная ширина линии. 
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ЗАДАЧА 72 
Поляризация резонансного излучения 


Резонансное излучение A = 2537 А, испускается атомом ртути 
при переходе электрона из возбужденного состояния 6°P; в ос- 
новное состояние 6'So. Последний уровень обычно занят двумя 
электронами. 

1. Объясните значение символов, обозначающих эти два уров- 
ня. Определите для них значения множителей Ланде. 


2. Рассмотрим газ ‘ssHg (чтобы избежать некоторых сложно- 
стей, связанных с наличием ядерного спина}, помещенный в про- 
зрачную трубку при достаточно низком давлении, чтобы можно 
было пренебречь столкновением атомов. Грубка находится в од- 
нородпом магнитном поле В. Найдите расщепление уровней °P, 
и !50 в результате эффекта Зеемана, статистический вес каждого 
из подуровней и переходы, разрешенные правилами отбора. 

3. В рассмотренном выше газе возбуждается излучение резо- 
нансной Линии, и это излучение наблюдается с помощью при- 
бора, способного различать компоненты изучаемого спектра. 
Допустим, что расщепление уровней, производимое полем В, 
мало по сравнению с тепловой энергией атомов. Определите ча- 
стоты, состояния поляризации и относительные интенсивности 
излучения, если оно наблюдается: а} перпендикулярно линиям 
поля В, 6) параллельно этим линиям и в) под углом 30° к ним. 

Для этого воспользуйтесь аналогией между излучением кван- 
ΤΟΒΟΓΟ дипольного излучателя и осциллятора Герца. Вспомните, 
что круговой излучатель состоит из двух линейных осциллято- 
ров, колеблющихся с одинаковой амплитудой. 

Сравните энергии излучения для различных переходов и опре- 
делите значения относительных вероятностей для этих спонтан- 
ных переходов. 


Il 


Пары ртути, не испытывающие никакого возбуждения и Ha- 
ходящиеся при достаточно низкой температуре, чтобы можно 
было предполагать, что все атомы находятся в основном состоя- 
нии, освещаются параллельным пучком излучения A == 2537 А, 
распространяющегося в направлении Ох. Можно линейно поля- 
ризовать этот пучок, придавая электрическому полю волны фик- 
сированное направление в плоскости yOz. Будем наблюдать вто- 
ричное резонансное излучение в направлении Ο2 через анализа- 
тор. Газ помещается в однородное магнитное поле В с регули- 
руемым направлением и такой интенсивностью, что величина 
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зеемановского расщепления мала по сравнению с тепловой энер- 
гией и шириной резонансной линии, испускаемой источником воз- 
буждения. Будем наблюдать излучение в направлении Oz, поль- 
зуясь анализатором без дисперсии. Определите состояние поля- 
ризации для излучения при следующих ориентациях электриче- 
ского и магнитного полей: 


Е: Oy Oy Oy Oz Oz 
В: Oy Ox Oz Oy Ox 


При В, параллельном Oy, определите угол 9, который должен 
составлять вектор Е с направлением поля В в плоскости yO, так 
чтобы излучение, наблюдаемое вдоль О2 было деполяризо- 
ванным. 


Рассмотрим теперь пары натрия. Зная, что Р!:-переход — 
переход единственного оптического электрона с уровня 3?Ри, на 
уровень 32$,,, начертите диаграмму излучения для этих уровней 
в случае эффекта Зеемана. Определите относительную интенсив- 
ность линий излучения и относительные вероятности их появле- 
ния. Заметьте, что, когда В = 0, испускаемое излучение содержит 
единственную неполяризованную линию, и путем последующих 
рассуждений покажите, что при наблюдении в поперечном на- 
правлении между суммами интенсивностей л-компонент и O-KOM- 
понент существует простое соотношение. Кроме того, примите 
во внимание, что спектры Зеемана симметричны относительно 
частоты Vo как по интенсивности, так и по частоте. 

Поместите пары натрия в устройство, аналогичное устройству 
для паров ртути в разд. ПП, и облучите их параллельным пучком 
излучения О;, распространяющимся вдоль направления Oy. Ka- 
ково состояние поляризации резонансного излучения в присут- 
CTBHH поля В, направленного вдоль Оу? 

Покажите, что если возбуждающее излучение имеет круго- 
вую поляризацию, то при прочих равных условиях облучение 
паров приведет через неограниченный промежуток времени к 
тому, что все атомы натрия заселяют подуровень m,=—- |, 
нижнего состояния. | 


РЕШЕНИЕ 


I 


1. Согласно принятой терминологии, число п обозначает элек- 
тронную оболочку оптического электрона. В основном состоянии 
два валентных электрона атома ртути занимают подоболочку 65$. 
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Оба они обладают нулевым орбитальным моментом количества 
движения [=0 ($-состояние), поэтому полный орбитальный мо- 
мент {, также равен нулю. Они имеют противоположные спины 
$ = ==, так что полный спиновый момент $ равен нулю. По- 
этому полный момент J = L-+S тоже равен нулю. Общий сим- 


вол ^"', для терма основного состояния есть 150. В возбуж- 
денном состоянии один из электронов остается в исходном S-CO- 
стоянии ({-- 0): другой переходит в состояние [= 1, после 
чего полный момент количества движения L == 1. Такое состоя- 
ние обозначается символом Р. Спины же этих двух электронов 
параллельны, и результирующий спин S = 1, поэтому 2$ + | == 
— 3. Полный момент количества движения, который может при- 
нимать значения L +1, Би [Г — 1, равен 1. 
Множитель Ланде определяется по формуле 


тр JU FD ES(SEN-LIL+D) 
g=l+ ЕП 


В основном состоянии 1 — = 2 = 0, в =1. В возбужденном 
состоянии { = ὁ = ᾗ, = 1, σ --- 2. 

2. Магнитное поле не действует на основное состояние, в KO- 
тором момент количества движения, а следовательно, и магнит- 
ный момент равны нулю. Проекция момента 7 = | возбужден- 
ного состояния на направление В может принимать значения 
ту = +1,0 или —1, Вырождение уровня, соответствующее раз- 
личным значениям ΠΠ для заданного значения J, снимается под 
действием поля В, причем каждый подуровень имеет однн и тот 
же статистический вес. 

Разрешенные переходы подчиняются правилу 


Ат, = 51, или 0, или —[. 


На фиг. 72.1 показана диаграмма этих переходов. На диаграмме 
Гротриана (фиг. 72.1, а} представлены энергетические уровни. На 
диаграмме Гейзенберга (фиг. 72.1,6) на одной горизонтали 
представлены уровни с теми же значениями ту, но по ней можно 
непосредственно проследить различие между вертикальными 
л-переходами (Ат; ς-- 0) и переходами σι, (Ат; = -Εἰ) ио- 

3. На фиг. 72.1, аи 72.1, 6 показано, что переход из состояния 
3P, в состояние 'Sp соответствует излучению нормального трип- 
лета Зеемана: одна линия (0), частота которой Vo имеет ту же 
величину, что и в отсутствие поля, и две другие (oa), которые 
симметрично смещены на величину 





-+ Ау = B. (1) 


AIM". 
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Перпендикулярно направлению поля наблюдаются три ли- 
нейно-поляризованные линии: л-линия с колебаниями, парал- 
лельными В, и ос; и о_-Линии с колебаниями, перпендикуляр- 
ными В. В направлении, параллельном полю, л-линия исчезает, 
а во-линии имеют круговые поляризации в противоположных на- 
правлениях. Эти результаты, следующие из квантовой теории, 
в простых случаях можно связать с классической теорией излу- 
чения электрического диполя. Колебание линейного гармониче- 
«ΚΟΓΟ диполя d можно разложить (фиг. 72.2) на колебание π 





пп, 
+1 m,-! 0 +1 
0 
4 σ. л / 2+ 
0 т; 0 
а 6 


Фиг. 72.1 


вдоль основной оси Oz и колебание o в плоскости хОу. Это по- 
следнее колебание может быть представлено в виде результи- 
рующей двух круговых колебаний в противоположных направле- 
ниях σι, И σ- (см. теорию Френеля оптической  вращательной 
способности). 

Предыдущее расщепление принимает симметричную форму 
относительно поля В, оси вращения и плоскости, перпендикуляр- 
ной этой оси. Направим В по оси Oz. Колебания вдоль оси Oz 
не подвержены влиянию поля В, направленного параллельно 
смещению зарядов диполя. Круговые осцилляторы испытывают 
воздействие силы Лоренца в направлениях, противоположных 
для ор и σ.. Следовательно, можно заключить, что их частоты 
должны изменяться на одинаковую величину симметрично отно- 
сительно неизменного л-излучения. [Hac здесь не интересует 
классический расчет, из которого вытекает уравнение (1).] 

Если рассмотреть теперь множество дипольных осциллято- 
ров, ориентированных хаотически, то три компоненты, л, ох Ἡ Oy 
(фиг. 72.2) или же д, оу и о_, будут иметь одинаковые значе- 
ния. Если рассматривать испускаемое в заданном направлении 
излучение, когда диполи подвергаются некоторому направлен- 
ному воздействию, то наблюдаемое поперечное электрическое 
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поле состоит из двух компонент, перпендикулярных к направле- 
нию наблюдения, в то время как компонента, направленная 
вдоль этого направления, равна нулю. Наблюдаемая интенсив- 
ность, таким образом, равна 2/, где / — максимальная интенсив- 
ность излучения, относящегося к каждой из трех компонент. 
Если осцилляторы помещены в однородное магнитное поле, 
то в направлении поля Oz наблюдается излучение, испускаемое 
о. И с_-компонентами, но только не л-компонентой. При этом 
интенсивность равна οἱ. При наблюдении перпендикулярно ли- 
ниям поля, например вдоль Ох, можно видеть максимальную 





Фиг. 72.3 


величину излучения с интенсивностью / от л-компоненты и из- 
лучения от линейных составляющих каждой из компонент о, па- 
раллельных Оу, с интенсивностью //2. Тогда полная наблюдае- 
мая интенсивность равна 2/ (фиг. 72.3). 

Наблюдение в направлении ОР, составляющем угол 0 с Oz 
и лежащем, например, в плоскости 2Ох (фиг. 72.3), показывает, 
что интенсивность π-κΟΜΠΟΗΘΗΤΕΙ равна / 31120; для составляю- 
щих oO, параллельных Oy, интенсивность равна //2cos?0 и для 
составляющих о, параллельных Ох, [/2с0$20. Излучение π ока- 
зывается линейно-поляризованным в плоскости xOz и перпенди- 
кулярно к ОР. в-излучение эллиптически-поляризованно, и ΟΤΗΟ- 
шение осей эллипса равно cos 0. 

При 0 = 30°, sin? 0 == ., соз?0 = 3/.. Линия с частотой νο 
имеет интенсивность //4, а каждая из линий с частотой vo + Av 
имеет интенсивность 


I Г 3 7 
ate ae 
Отношение 
In 9 
Ig 7° 


Следовательно, полная интенсивность равна 2/. 
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Как можно видеть, подуровни Зеемана имеют одинаковый 
статистический вес. Если вдобавок магнитные энергии малы по 
сравнению с тепловой энергией АТ, то все подуровни заселены 
одинаково. Ориентация орбиты не может влиять на интенсив- 
ность излучения, и энергия, излучаемая при переходе с любого 
подуровня Зеемана, имеет одну и ту же величину, независимо 
от числа ту, характеризующего уровень. С другой стороны, ве- 
личина энергии о-излучения при прочих равных условиях вдвое 
больше, чем для л-излучения, так как о-излучение имеет две ли- 
нейные компоненты. Поскольку интенсивности л-линии и каж- 
ROM из о-Линий одинаковы, то отношение вероятностей перехо- 


дов равно 


An 
As 


= |. 


1] 


По предположению, ширина линии возбуждающего излуче- 
ния обусловлена всеми зеемановскими компонентами. В погло- 
щающем паре под действием поля В все подуровни Зеемана 
уровня 6°P; расщепляются. Если поля В и Е параллельны Оу 
и перпендикулярны направлению наблюдения Ο2, поглощается 
только л-компонента резонансной линии и возбуждается только 
подуровень 11; --- 0 уровня 6°P;. Вторичное излучение при пере- 
ходе между этим подуровнем и основным состоянием отвечает 
д-колебанию (фиг. 72.1} и резонансное излучение линейно-поля- 
ризованно параллельно Оу. 

Если Е =Е,у и В =.В., то в этом случае поглощаются и 
вторично излучаются две о-компоненты и резонансное излуче- 
ние имеет круговую поляризацию с Ох в качестве оси. Кроме 
того, как можно видеть при наблюдениях, проводимых вдоль OZ, 
линейная поляризация параллельна Оу. 

При ЁЕ = £, и В = В, л-компонента не наблюдается, присут- 
ствуют одновременно только компоненты σι, И д_ и свет He поля- 
ризован. 

При £ =Е, и В = В, возбуждаются только уровни my = +1, 
вторично излучаются компоненты о. и o_. Наблюдается излуче- 
ние, линейно-поляризованное в направлении Ох. Подобно этому, 
наблюдаются колебания, параллельные Oy, если EE, и 
В —В.. 

Если Е составляет угол 9 с В (вдоль Оу) в плоскости yOz, 
то сравнение с рассмотренными выше первым и четвертым слу- 
чаями показывает, что энергии возбуждения л-компоненты 
и о-компонент пропорциональны соответственно Ε2ς0520 и 
Е? $11?0. Следовательно, при ο05260 -- $1120 линейные компо- 
ненты, направленные вдоль Ox и Oy, при наблюдении вдоль Oz 
равны и свет He поляризован. При этом 9 = 54° 44". | 


|2 Зак. 173 
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ΠΠ . 


Оптический электрон имеет спин '!/›, вследствие чего уровни 
35 и ЗР являются дублетами (25 +1 = 2). Для уровня $ {--- 0 
и | = τρ. Для уровня Р [= 1 Ἡ | --- '/› или 3/5. Переход Ру, — Sy, 
дает Д!-линию, а переход Ps, >95 — линию Do. Нас здесь ин- 
тересует первая из них. Поскольку множитель Ланде равен 2 
для уровня ὁ и 3/>› — для уровня P, четыре возможных перехода, 





т,-1/2 +1/2 
My 
+1/2 
-1/2 

Л π 
+1/2 

-1/2 т, -1/2 +1/2 

α 6 
Фиг. 72.4 


разрешенных правилами отбора, дают четыре линии с разными 
частотами, обозначенные на диаграмме на фиг. 72.4, а номерами 
12 Зи 4. 

д-компонента и о-компоненты при наблюдении в поперечном 
направлении, оказываются линейно-поляризованными в двух 
перпендикулярных направлениях. В предельном случае, при 
В -- 0, излучение не поляризовано и необходимо, чтобы интен- 
сивность л-компонент была равна интенсивности в-компонент: 


Уи = УГ. (2) 


Результат, полученный в I,3, согласуется с этим. Для Р\-ли- 
нии, поскольку спектры Зеемана симметричны, имеем 


{| — [3 И Ь = [.. 
С другой стороны, уравнение (2) дает 
η =Ь- h, 


==. = И. 


Таким образом, вероятности спонтанных переходов находятся 
в отношении 


следовательно, 


δι. A,: Аз. А. = | :2:1:2, 
так как 1 и 3 являются л-линиями, a 2 Η 4 — в-линиями 
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При облучении паров натрия излучением Е, в поле В, воз- 
буждаются л-переходы. Два верхних подуровня заселяются оди- 
наково, и возвращение в основное состояние осуществляется по- 
средством л- и 0-переходов с одинаковой интенсивностью. Сле- 
довательно, наблюдаемое излучение не поляризовано. 

При облучении светом, поляризованным по кругу в заданном 


направлении, например в правом, атомы подуровня my = — 1» 
уровня S возбуждаются до подуровня т; = +. верхнего 
уровня. 


Следовательно, переход из основного состояния происходит 
между двумя подуровнями, но в соответствии со значениями 
вероятностей перехода 2/3 возбужденных атомов возвращаются 
на исходный подуровень с излучением од-линии, а Из — на под- 
уровень my == 5 с излучением л-линии. Эти последние атомы 
никогда не будут возбуждаться падающим излучением, и их 
число в принципе непрерывно возрастает. 


ЗАДАЧА 73 
'Спектральные термы двухэлектронных атомов 


Рассмотрим атом с несколькими электронами, каждый из ко- 
торых обладает орбитальными моментом количества движения 
С; и спиновым моментом @,. Пусть орбитальные моменты, с од- 
ной стороны, и спиновые — с другой, комбинируют, давая пол- 
ные угловые моменты Gz и Gg. Существенно различные атомные 
энергетические состояния соответствуют различным значениям 
Lu S. Моменты же Gr u Gg комбинируют, давая полный момент 
G;. Каждый энергетический уровень атома — или спектральный 
терм — обозначается символом 28+1Лу. 


J 


Определите символы возможных термов для двух «неэквива- 
лентных» электронов, то есть электронов, квантовые числа кото- 
рых Пи { различаются и которые поэтому принадлежат к раз- 
личным подоболочкам. Рассмотрите разные случаи, когда каж- 
дый из двух электронов может относиться к состояниям $, р 
или 4. 


Определите символы возможных термов для двух «эквива- 
лентных» электронов, т. 6, электронов с одинаковыми значе- 


HHAMH η η [. 
Примите во внимание принцип Паули. Рассмотрите случаи, 


когда имеются 5-электроны, а затем --- р-электроны. 


12* 
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if] 


Определите символы термов основного состояния для элемен- 
тов от Π(Ζ =1) до № (7 == 19). При этом учтите следующие 
эмпирические правила Гунда: а) самые нижние термы соответ- 
ствуют максимальному значению S, а максимальное значение L 
согласуется с предшествующим значением $ с учетом принципа 
Паули и 6) Г = — © для элементов, имеющих менее половины 
электронов из числа эквивалентных электронов, и Л == L+S для 
элементов, содержащих более половины эквивалентных электро- 
НОВ. 


РЕШЕНИЕ 


Моменты количества движения электронов связаны связью 
Рассела — Саундерса. 

Результирующие 6; =2, 6, «/-- 2,6, и G;=G,+Gs 
определяются по схеме Рассела — Саундерса, и результаты 
квантуются. 


I 


В случае когда nu [ различаются для двух электронов, воз- 
можны все комбинации. Например, для двух 4-электронов 
(1 = 1, = 2) возможные значения L отличаются на целые числа 


’ ΔΑ ἶ, oN т, _ 
L=0 YO L=4 
by L= ZN by 
3 
9 > D F G 


Фиг. 73.1 


и лежат между ПВ =0О0и И-+-Ь =4. Возможными термами 
являются S, Р, О, Еи G. На фиг. 73.1 даются результаты при- 
ближенного векторного представления (0. 

Нетрудно найти, что для всех рассматриваемых электронных 
связей значения L равны: 


55:0; 5р:[ 54:2; pp:0,1, 5 ра:1 2, 3. 


Что касается спина, поскольку $1 = 1 и 52=-+!|., то 

— 1 или 0') и мультиплетность каждого из термов равна 
2S + 1=1 (синглетные состояния) или 3 (триплетные состоя- 
НИЯ). 

Остается определить /. В синглетных состояниях @.==0, 
G,=G, и Л =. Для триплетных состояний $ =1, каким бы 


. 





1} Не надо путать $ с символом для состояния L = 0. 
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ни было значение L. Диаграмма, подобная фиг. 73.1, показывает, 
что J может принимать только значения L—1, Lu 1. --- 1. 
Возможные символы термов представлены в табл. 73.1. 


Габлица 73.1 








Электроны Синглетные термы Триплетные термы 

$5 | So 3.51 

5р 'Р SP PPP. 

sd р. ΡΑΣ 

Pp 1ο 1 0. ο Γι ΡΕ 01930. 

pd ο... SPS P SPD 3DSD3F YF 33 Fy 

dd 1So'P 1D F3!G, 3,3 PoP 3P3D3D3D3F2F 3 F2G33GyG; 
п 


Два эквивалентных электрона, имеющие одинаковые кванто- 
вые числа fm и [ должны отличаться либо своим квантовым чис- 
лом т, либо числом $. 

Для 5-электронов | —0 un т —=0; квантовые числа двух pac- 
сматриваемых электронов, таким образом, равны У и — 4, 
следовательно, $ -- 0, и, поскольку L =0, единственный воз- 
можный терм — это 'So. Триплетное состояние запрещено. 

Для двух р-электронов положение сложнее. В табл. 73.2 при- 
ведены возможные ир-подоболочки и возможные распределения 
двух электронов с учетом их спина. Конфигурации t) и {+t 
эквивалентны. 

Габлица 73.2 




















Конфиту mast | т==0 т=-1 | М= Ум! $= ὃς Г. Терм 
] Ν 0 0 0 15 
2 лу +2 0 2 In 
3 AY — 2 0 2 ip 
4 т у +1 0 2 Ip 
5 А 1 — 4} 0 2 Ip 
6 x у 0 0 2 ip 
7 λ * +. 4 ] ] 3p 
8 А Λ —| ] i 3p 
9 А Λ 0 ] 1 3p 


Имеем, как в разделе 1, L =O, 1 или 2, т.е. S-, Р- или D-co- 
стояния. Квантовое число М = iim соответствует проекции Gz 
на ось 2. 
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При L =0 М = 0 можно получить только для Mm, = тэ = 0. 
Следовательно, спины противоположны и имеет место состояние 
'So (конфигурация 1). 

При Г = 2 возможны следующие значения М: +2, +1, 0, —1 
и —2. Первое получается из условия my = Πιο = +1 (конфигу- 
рация 2), а последнее — из Mm, = Πιο =] (конфигурация 3). 
Таким образом, спины противоположны, и имеем состояние 1/).. 

Такой же терм снова появляется при противоположных спн- 
нах для М = +! при комбинации my = Ти πιο =0 (конфигу- 


рация 4); для М = 0 при m, = +1 4 Πιο = —!1 (конфигурация 6) 
и для М = —1 при т: = — | И Πιο —=0 (конфигурация 5). 
М=0 
—=—> 
4, С, +2 
L=0 +1 σ 
41 м АА Фиг. 73.2 
М 
ας АСУ 
-{ -2 
L=1 L=2 


При L = | М принимает значения +1, Оби —1. Ha этот раз 
этим значениям соответствуют конфигурации 7, δα 9 ς ὃ --- Ι, 
и тем самым °P-TepMbl, которые распадаются Ha 3Р-, ЗР-- и 3ЗР.- 
подуровни, как было показано в разд. I. 

На фиг. 73.2 показаны геометрические построения, относя- 
щиеся к квантовому числу М. 


WI 


Для атома H, имеющего один 15-электрон, основное состоя- 
ние соответствует терму 25. 

Для атома Не два 15-электрона образуют заполненную 
К-оболочку с основным состоянием 1$. 

У атома [1 третий электрон является 25-электроном, и его 
основное состояние 75. 

У атома Ве два 25-электрона имеют противоположные спины, 
и его терм — "$. 

У атома В пятый электрон является Эр-электроном, следова- 
тельно, его терм — 2P. 

Для атома С, который имеет два 2р-электрона, возможные 
термы были определены в разд. П. Правила Гунда дают для ос- 
новного состояния триплетный терм, т. е. 3Р. 

Для атома М№ максимальное значение $ равно 3/2, что соответ- 
ствует параллельным спинам для трех 2р-электронов, каждый из 
которых в результате занимает одно из трех квантовых 2р-со- 
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стояний. Тогда С; равно нулю (фиг. 73.3). Терм основного со- 


стояния — “5. 

У атома О четвертый р-электрон может занимать только 
один из р-уровней, на котором уже имеется электрон, следова- 
тельно, ὁ = |. Полный орбитальный момент обусловлен четвер- 
тым электроном, поскольку, как можно было видеть, другие три 
дают нуль. Терм основного состояния есть 3Р. 


Zz 
в--ук 


Фиг. 73.3 σ- 7 


σέ 


Для того чтобы охарактеризовать атом Е, лучше сначала 
рассмотреть Να, который имеет заполненный подуровень. р и, 
таким образом, равные нулю орбитальный и спиновый моменты, 
и основное состояние 'S. Если теперь удалить один электрон, 


В С М О Е Νο 


Фиг. 73.4 


чтобы вернуться к структуре атома F, можно видеть, что L = 
—[= | µὸ =5$ =!/, и, таким образом, основное состояние — 


2p 

Значение J равно S для первых четырех элементов, потому 
что L --- 0. При переходе от В к Ne, когда оболочка 2p завер- 
пается, значение J определяется вторым правилом Гунда, для 


Ви СТ=Г— 5, адля ОиЕУ --- ЕЁ +5. 
Таблица 73.3 





























Элемент Н На Li Be B С М ο F Ne 
Агомный ἷ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
номер 
[ο 0 [2 0 My ] 3/9 1 | [2 0 
L 0 0 0 0 ] 1 0 ] | 0 
/ ο 0 ο 0 2 0 3/2 2 3/5 0 
Терм 
ΟςΟΠΟΒΗΠΟΩ” δη, So ον, ESo κ... 3 Po οι 3P, "Ру, So 
ro ο” 
стояния 


Итак, получены символы, указанные в табл. 73.3, для термов 
основного состояния (фиг. 73.4). 


960 ЗАДАЧИ ПО ОПТИКЕ ЗАДАЧА 74 


ЗАДАЧА 74 


Эффект Зеемана для двухэлектронного атома 


В многоэлектронных атомах, рассматривавшихся в предыду- 
щей задаче, компоненты углового момента подчиняются прави- 
лам Рассела — Саундерса. Используйте обозначения ὁ и L для 
спиновых и орбитальных моментов и /— для полного момента 
количества движения. Величина магнитного момента атома свя- 
зана с полным моментом количества движения, как и в одно- 
электронном случае, через множитель Ланде, наличие которого 
приводит к магнитной спиновой аномалии. 


Получите общее выражение для магнитного момента атома 
в фиксированном стационарном состоянии. 

Считая магнетон Бора равным единице, найдите магнитный 
момент для следующих атомов в их основном состоянии: H, He, 
Li, № и Ма. Как можно экспериментально проверить эти зна- 
чения? 


Рассмотрите эмиссионный спектр стронция (гомолог Ве 
с двумя оптическими электронами в О-оболочке) при помещении 
атома в слабое магнитное поле. Графически изобразите уровни 
Зеемана для следующих переходов и укажите разрешенные пе- 
реходы: 


а) ^=4678А 10!F,>7!Dp, 
6) ^==4962А — 3р.->63Р,, 
в) A=4892A 3F,->73Ds. 


Вспомните, что правила отбора для квантового числа My Τᾶ- 
кие же, как и в случае одноэлектронного атома, но при этом 
AJ не может быть равно нулю. Есть ли среди рассмотренных пе- 
реходов такие, которые дают нормальный эффект Зеемана? 

Покажите, что структура линии B) спектра Зеемана очень 
близка к структуре а), а не к структуре 6). Дайте этому объяс- 
нение. 

2. Рассчитайте расстояние в волновых числах между π- и о- 
компонентами линии (в) в магнитном поле 30000 Э. Скорость 
света с — 3. 108 м/с, e/m. —= 167.101 Кл/кг. 
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РЕШЕНИЕ 


] 
По схеме Рассела — Саундерса $ = У. 5, Ё = У. Ги J= 
=-S+L. Модуль J равен +/J (J+ 1)ἠ, таким образом, 


M=gvJ(J+ 1) нь, (1) 


где ϱ — множитель Ланде, ив — магнетон Бора. 
Обратитесь к задаче 73, в которой приведены основные со- 
стояния атомов и вычислите величину ©, пользуясь выражением 





__ ТО $ -- 1) -- 1, (1, -Γ- 1) 
в=1 т ο] (I +1) (2) 
Находим: 
Габлица 74. 
Атом H He | Li | Be Na 
Z | 2 3 4 1] 
Ss [о 0 [2 0 Ifo 
L 0 0 0 0 0 
J ‘Io 0 1/2 0 1 [2 
Терм 2S.) IS, Sy, So Sy 
VIET γα 0 АЗ 0 Vly 
g 2 | 2_ | 2 
Μ 4/3 0 3 0 V3 


В расчетах для Na примите во внимание, что Ё-оболочка AB- 
ляется завершенной и ее моменты $, 6 и $ равны нулю, как 
было показано для А-оболочки Не. 

Эксперимент Штерна — Герлаха (и его современный вариант 
Рэби) позволяет измерить значение М в основном состоянии. 


1. J, my, © принимают значения, приведенные для рассматри- 
ваемых уровней в табл. 74.2 (главное квантовое число его не 


является важным). Τας 742 
аблица 74. 




















т —3 до +3 | —2 до +2 | ~2 до +21} —3 до +3! —4 до +4 
g 3/2 ως δη 
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Число подуровней Зеемана равно числу значений ту, и их 
расщепление пропорционально g. В верхних частях фиг. 74.1, 
74.2 и 74.3 изображены эти уровни для трех рассматриваемых 
линий. 

Разрешенные переходы подчиняются правилам отбора 


Ат, =0, или +1, или —1. 


Эти три линии ведут себя различным образом. 

Для линии а) множитель Ланде одинаков для обоих Уров- 
ней, поэтому расщепление зеемановских уровней одно и то же. 
В результате пять переходов, разрешенных правилами отбора, 
имеют одно и то же волновое число, что позволяет наблюдать 
нормальный триплет. Каждая из линий, соответствующих 
Ат; = +1, относится к расщеплению, симметричному относи- 
тельно линии Ат, == 0 и равному в см! 


АУ = 0,467 В, (3) 


где Б — магнитное поле, действующее на атом. 

Для линий 0) и в) начальные и конечные состояния имеют 
различные множители Ланде. Все линии, соответствующие раз- 
решенным переходам, различны. Линия 0 > 0 не смещается под. 
действием магнитного поля. Волновое число отщепленной зеема- 
HOBCKOH линии относительно 0—0 линии [при измерении вели- 
чина нормального расщепления (3) принимается за единицу| оп- 
ределяется разностью между числами, написанными с правой 
стороны уровней на фиг. 74.3 и 74.2. 

Например, для линии 6) находим 


Ат, = 0 1->1: ее; ο. 9" - 
Am;=+1 3—2: 4—3=2; ον Τ: 5 37, 
— | 4 8. 
1—0: 3 =F) 
oD, . 4 __ 10 
Можно легко проверить, что расщепление при Amy = —1 сим- 


метрично расщеплению при Ат; = 1. В целом каждому из 
трех разрешенных значений соответствует группа из пяти линий, 
удаленных друг от друга на '/5 часть нормального расшепления. 

Для линии в) также имеет место симметричное распределе- 
ние в виде трех групп, состоящих из семи линий, причем рас- 
щепление двух линий группы составляет !/1› нормального рас- 
щепления (3). Структура линии в) очень близка к структуре ли- 
нии ©) нормального триплета, так как множители Ланде рас- 
сматриваемых линий близки к единице. 


т; Gi, 











+3 +4 
+2 +8/5 
| 
8 1 +4/3 
ТГ 
4 ШП: 
πι ας 
ШИ И 3-9 
| TI +2 +3 
‘a “ο +1 +3/2 
ОИ М И 0 
τπτ g=3 -1 -3/2 
a М 


4m=+f 0 -1 “2-8 





oF π ο. 6, απ сб 
10123 21012 32:0) 


_ AP AP 21012 51012 21012 
iw — 
v ру 
Фиг. 74.1 Фиг. 74.2 


т, g.M, 


+445 
+35 +15/4 
+2 + 5/2 
+7 +54 
00 
-ᾖ — 5/4 
—2 — 5/2 
—$ — [5/4 
-4-§ 
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2. Расщепление π- и в-компонент линии в) составляет !/1› нор- 
мального расщепления. Для поля 0,3Т уравнение (3) дает 


4$ =0,467.03. το —0.0117 см-! 


т. е. расщепление трудно обнаружить. 


ЗАДАЧА 75 
Спектры рентгеновских лучей 


Здесь рассматриваются спектры поглощения и излучения мо- 
либдена в рентгеновской области. Для этого можно использо- 
вать рентгеновский спектрограф. 


Кратко опишите устройство и действие рентгеновского спек- 
трографа. 


1. Объясните механизм поглощения рентгеновских лучей эле- 
ментом с высоким атомным номером 2. Почему требуется по- 
стоянная экранирования? Найдите волновые числа краев пер- 
вых трех границ поглощения (или скачков поглощения) для 
молибдена. Сначала пренебрегите их тонкой структурой и счи- 
тайте, что постоянная Ридберга приблизительно равна К = 1,1 Χ 
Х 10° см-'. При расчете поглощения рентгеновских лучей можно 
принять, что постоянная экранирования Ск = 3,5 для К-гра- 
ницы, Сг = 14 для Ё-границы и См = 25,4 для М-границы. 

2. Изложите теорию линейчатого излучения в рентгеновской 
области спектра для атомов с высоким атомным номером. Вы- 
ведите закон Мозли. Найдите волновые числа для линий Κα и 
Кв молибдена. По закону Мозли допускается, что для перехода 
с М- или 2-уровня на К-уровень можно принять значение по- 
стоянной экранирования Ск = | 

Покажите, что можно получить приблизительно одинаковые 
значения волновых чисел AK,- и Кв-линий, если взять разности 
волновых чисел краев К, Г. и М поглощения (пренебрегая тон- 
кой структурой). 

3. Покажите, как можно усовершенствовать предыдущую 
теорию, чтобы объяснить тонкую структуру эмиссионных линий 
и границу поглощения рентгеновских лучей. Покажите, что энер- 
гетические уровни тонкой структуры можно представить урав- 


нением 
v (Z—Ccy  a’(z—C;)' ( ! 3 )| 
Кс! --| в т п? ЕВ т) OD 
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где Си С, — эмпирические константы экранирования, завися- 
щие от квантовых чисел рассматриваемых переходов. В этом 
выражении © — постоянная тонкой структуры, а другие обозна- 
чения носят обычный характер. 

Начертите уровни К, L и М молибдена. Дайте правила от- 
бора для переходов между этими уровнями и укажите на диаг- 
рамме разрешенные переходы. 

4. Найдите волновые числа границ поглощения молибдена 
Ly, Li И cin. Примите 


С — 14, ο — 2, Chi, т = 3,5, о = 5,3 ‘ 10°. 


Объясните происхождение дублета экранирования, 
5. Найдите расщепление спинового дублета в молибдене: 


AV ie. Ka, Ka, _ Ука. 
Для ITOTO воспользуитесь уравнением ТОНКОЙ структуры. 


—\№ 


Объясните происхождение анодного сплошного эмиссионного 
спектра рентгеновских лучей. 

Рассмотрите поток электронов, ускоряемых разностью потен- 
циалов 100 кВ и падающих на молибденовый анод. Найдите при 
этих условиях выраженную в волновых числах границу сплош- 
ного эмиссионного спектра. 


РЕШЕНИЕ 
I] 


1. Когда атомное число Z велико, электронные оболочки К, 
Г, М ..., соответствующие значениям 1, 2, 3... главного кван- 
ΤΟΒΟΓΟ числа N, заполняются в соответствии с принципом Паули. 
Поглощение рентгеновского кванта ἄν с энергией порядка 10* эВ 
приводит не к переходу электрона с глубокого уровня на уже 
занятый более высокий уровень, а к удалению этого электрона, 
т. е. к ионизации атома. Необходимая для этого работа равна 
энергии кулоновского взаимодействия электрона с ядром, если 
нет других электронов, и определяется выражением для энерге- 
тического уровня атома водорода (задача 69): 

Vi = petZ* 1. __ chZ*R 
п 8e,h? n? ne ‘ 

Здесь и — приведенная масса системы электрон — ядро. При- 
ближенно она равна массе электрона Me, если атомный номер, 
а следовательно, и массовое число, имеют большое значение. 
Постоянная Ридберга в результате принимает значение Ro. 
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Практически же электроны, занимающие более и менее глу- 
бокие энергетические уровни, создают потенциал, который 
уменьшает значение потенциала ядра Й, на величину, суще- 
ственно зависящую от и. Для учета этого пользуются форму- 


Лой 


; on 
Wi, =—>(Z —C,), 


где С„ — постоянная экранирования, зависящая от уровня #1. 
При этом в первом приближении пренебрегают тонкой структу- 
рой, которая будет рассматриваться в вопросе 4. 

Для оценки постоянной Cy, примените метод Хартри. Потен- 
циальная энергия электрона на расстоянии го от атомного ядра 
определяется выражением 





r 


, 9 
Απερῖν ο (ro) = — ae | р" (г) г* dr — т ( р" (и) rr? dr. 
0 Γρ 
Последние два члена описывают эффект экранирования, при- 
чем предполагается, что плотность электронного заряда o(r) 
имеет сферически-симметричное распределение относительно 
ядра. Второй член соответствует эффекту внутреннего экраниро- 
вания, следующего из хорошо известной в электростатике тео- 
ремы о независимости потенциала от внутреннего распределения 
заряда. Третий член, относящийся к внешнему экранированию, 
имеет другую зависимость. Он всегда много меньше второго 
члена. Например, для К-электрона эффект экранирования дру- 
гим электроном в К-оболочке меньше единицы (в единицах 7), 
которой он был бы равен при концентрации заряда одного из 
электронов на расстоянии, меньшем fo. Что касается восьми 
Г-электронов, то, поскольку их среднее расстояние (r) от ядра 
имеет порядок 4/0, их вклад в экранирование, который был бы 
нулевым, если бы они были всегда удалены от ядра на расстоя- 
ние, большее fo, и имели сферическую симметрию, является не- 
большим. То же справедливо для восемнадцати М-электронов и 
Т. Д. 
Волновые числа описываются выражением 
~ _ 1 5 (2 - ο)” 
Ув =F, = = 


Подставляя численные значения, получаем 
р 1,1. 108 (42 — 3,5)2 








Ук — στο ο -- = 16305. 104 см-', 
М = 2156 - 104 см-!, 


- 1,1 -105 (42 — 25,4)? 
Ум = Oe 313 ‚ 10% см-'. 
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2. Ко-линия возникает при переходе L-»K (nj = 2-»ήο = 1), 
a Ав при переходе М-—К (п! =3-12 =1). Таким образом, 


при Ск = | 
~ I I 
Veg = RZ CK) ay — щ) = 


= 11+ 105. (42 — 1). (1 — +) = 19868 - 104 em-!, 
Vx, == 11+ 108. (42 — 1 (1 — ) — 16436 . 104 см-!. 
Аналогично находим 
Ук — 0, == 14146 . 104 см-", 


Ук — Vy == 15989 + 104 em,” 


Таким образом, получаются близкие значения для ὃς и — У, 
С 

3. Доказать правильность выражения, данного в условии за- 

дачи, чрезвычайно трудно. Ограничимся здесь утверждением, 


1 J 
- 216 3432 М 
те STE 
στ ee SS oe р gp 1/2 Μα 
Log Lif Ln Lug 
{αἱ bel Lg 
{ 3 2p Lin 
n=2 тн { 1 2 Dip Li 
: —“Of[2 25 Ly 
Ко he 
n= Ve gt 1s K 
Фиг. 75.1 


что первый член в скобках связан с энергией (1),a второй яв- 
ляется поправочным членом. Он вводится, когда одновременно 
учитываются и релятивистская форма уравнений движения, и 
спин-орбитальное взаимодействие. Различные значения кванто- 
вого числа J, соответствующие заданному значению орбиталь* 
ного квантового числа L, обусловлены этим последним взаимо» 
действием. 

В данной задаче расчет энергии атома, потерявшего элект» 
ΡΟΗ, аналогичен расчету энергии атома, имеющего электрон 
с квантовыми числами п, [и Г = [= ο, Тонкая структура воз“ 
никает из-за дублетных уровней, для которых {50 (так как 
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при 1 = 0, j= +!/o полный момент количества движения, зави- 
сящий от |, не может быть отрицательным). 

Диаграмма уровней К, L и М представлена на фиг. 75.1. 

Правила отбора А! = +1 и А] ==0, =1 разрешают только 
переходы, показанные вертикальными стрелками. 

4. Для серии L, состоящей из трех линий, n = 2. Разность 
между уровнями учитывается в уравнении (1) посредством по- 
правочных членов. Для этих членов находим 


/ . Ra? (Z — 2) 
ελα. jaz, Οι: SET (2-4) = 
— 116,5 - 10* cm—!, 
1 / Ra? (7 — 3,5) 
лу (1 = 1, 1—5, x == 3,5): AOE (4 —+)= 
= 1,00. 104 см-"', 
3 / . Ra? (Z — 3,5)4 {39 3 
Lin (1ΞΞ1, j= >> κ = 3,5) : Or" ($-Z)=. 
= 0,20 - 10* см-"'. 


Эти величины добавляются к значению νι — 2156-104 см-!, πο- 
лученному в II, |. 

При данных n и { причиной появления спинового дублета яв- 
ляется разница в значениях |. При данных и и } изменение по- 
стоянной экранирования в зависимости от { приводит к появле- 
нию дублета экранирования. Для больших 6 спиновое дублетное 
расщепление больше, чем расщепление дублета экранирования. 

5. Линия Ко! вызвана переходом Гли-> К, a Ко2-линия — пе- 
реходом ЁГи->К. Эти линии образуют спиновой дублет. Имеем 
(п —= 2, j= 3/5 ИЛИ 1/2) 


Ва? (7 С, ь | 
АУ = Ук ВЕСИ т-5)=0,80. 104 em}, 


Wl 


Сохранение энергии при преобразовании кинетической энер- 
гии электрона, равной eV, в энергию одного кванта определяет 
граничную частоту 


hv, = eV, 
-ta—!9.. 108 
iy SE NO = 82-109 ewe, 
he 3.10”. 6,5 . 10 
А = 1.22 . 10-И м=0,122 А. 
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ЗАДАЧА 76 
Эффект Мессбауэра 


При радиоактивном превращении ядро 5Со преобразуется 
в ядро 5Ее в возбужденном состоянии со средним временем 
жизни т — 1,45.10-7с и энергией на 14,4 кэВ выше основного 
состояния. Распад возбужденного состояния происходит с излу- 
чением у-кванта. 

1. Найдите ширину AW возбужденного состояния, а также 
относительную естественную ширину Δν/ν линий у-лучей. 

2. Предполагая, что излучающее ядро свободно и находится 
в состоянии покоя, вычислите относительное изменение (Αν/ν)ν 
при отдаче во время излучения с данной частотой. 


3. Природное железо содержит 2% атомов Ее. Его ядра 
в принципе способны поглощать у-излучение посредством меха- 
низма, аналогичного оптическому резонансу. Если ядро погло- 
тителя, подобно ядру излучателя, свободно и находится в со- 
стоянии покоя, будет ли наблюдаться резонансное поглощение? 
4. Чтобы продемонстрировать это поглощение, между источ- 


ником 27Со и у-детектором помешают железный экран, который 
может передвигаться либо по направлению к источнику, либо 
от источника. Вычислите относительную скорость экрана и ис- 
точника, которая соответствует естественной ширине линии; из- 
менение частоты Ау, соответствующее относительной скорости 
1 мм/с, и относительную скорость, которую нужно сообщить 
экрану, чтобы наблюдать резонанс. 

5. Вычислите относительное уширение (Ау/у)т линии, обус. 
ловленное тепловым движением при Τ = 300°C, пользуясь пред- 
положением о равномерном распределении тепловой энергии, а 
также и соответствующей относительной скорости. 

6. В твердом кобальте (плотность р = 7,8. 105 кг/м) упругие 
волны передают механическое движение со скоростью 
v= км/с, и в частности движение, обусловленное отдачей 
ядра. Определите число атомов, участвующих в отдаче, и пока- 
жите, что относительным изменением частоты (Ау/у),„ можно те- 
перь пренебречь по сравнению с естественной шириной \у-линни. 

7. На вершине 23-метровой башни помещен источник 37Co, 
который излучает у-фотоны по направлению к основанию, где 
они принимаются. Вычислите изменение частоты (Av/v), как 
функцию H, с и ускорения силы тяжести g = 9,81 м/с?. Можно 
ли его обнаружить? 


РЕШЕНИЕ 


1. Поскольку основное состояние бесконечно устойчиво, не- 
определенность энергии возникает только из-за ограниченности 


и 
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времени жизни возбужденного состояния. Соотношение неопре- 
деленности, связывающее энергию со временем, дает 


й _ 662-107" —27 
we = = 4,56 - 10 
aa 145-1077 #8 AK м 
или 9,85. 10-8 эВ. (Если принять А-т А В, AW = 4,5-10~-9 эВ.) 
Относительная естественная ширина у-Линии 


ee eee ee 


—8 
AV h Av AW 2,85. 10 198. 10-2 (2) 


(при AW = 4,5.10-3 эВ, Av/v == 3,14.10-3). 

2. Ядро с массой т получает момент отдачи р, равный им- 
пульсу Av/c излучаемого фотона. Кинетическая энергия отдачи 
р?/2т вычитается из энергии перехода W, в результате уравне- 
ние баланса энергии имеет ie 


W = hv + (1-5). | (3) 


Изменение относительной частоты излучаемого кванта равно 


(=) = =(4-) = 5: , (4) 


3. Предыдущая частота с измененным знаком получается при 
поглощении фотона, передающего свой импульс ядру, в резуль- 
тате чего энергия, необходимая для изменения внутреннего со- 
стояния при переходе из основного в возбужденное состояние, 
равна энергии фотона, уменьшенной на величину кинетической 
энергии, приобретенной ядром. Тогда относительный интервал 
между поглощаемой и излучаемой частотами равен 


πια 7 + 1,67-1077".9-1Q'8 


Это более чем в 105 раз больше, чем относительная естествен- 
ная ширина. В результате линии излучения и поглощения не пе- 
рекрываются и резонансное поглощение не наблюдается. 

4. Передвижение железного экрана приводит к изменению 
частоты поглощения вследствие эффекта Доплера. Изменение 
частоты, соответствующее скорости 1 мм/с, равно 


ду уни =u 11,60 Mn. 


3 —19 
ἄν 144 -10°- 1,6- 10 =— о 69 . 107! 9 (5) 


Чтобы компенсировать изменение частоты, обусловленное OT- 
дачей, которое определяется уравнением (5), экран должен при- 
ближаться к источнику со скоростью 


“= 2¢ 5) = 3. 10.969. 10-7 = 81 м/с. 
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5. Уширение, обусловленное тепловым движением, равно 


2 rik 2 2.4,14.10—2'.2,3 . 0,301 _ 
Av ο”... aT In a2 / 2d 1028-0801 = 16,36 . 1077. 
57 - 1,67-107*" -9-10 
Оно приблизительно в 10° раз больше естественной ширины и 
соответствует относительной скорости 


— (SX) —3. 10°. 16 36. 10-7 — 
u=c( : ).=3 10°. 16,36 . 10-7 = 491 м/с. 


6. При у-излучении за время жизни т движение в металле 
в результате отдачи происходит на расстоянии от и импульс пе- 
редается объему 


у = = лот. 


Число атомов в --- метре равно 
No _ 6.1026 .7,8 . 10° 
A 57 


Число атомов, которым передается импульс, равно 


.3,14. (3.103. 1,45. 10—73 .6-7,8- 1079 
4.3,14. (3.103. 1,4 «6 7,8. 10 22 83. 1019. 


N= 3:57 


Импульс передается массе, в № раз большей массы излучаю- 
mero ядра, и кинетическая энергия отдачи, которая входит в 
уравнение (3), в результате этого пренебрежимо мала по срав- 
нению с энергией Av. Тогда можно наблюдать резонансное по- 
глощение, причем мишень принимает в нем такое же участие, 
как и поглощающие ядра. 

7. Одним из фундаментальных принципов общей теории от- 
носительности является эквивалентность между гравитационным 
полем и полем инерциальных сил, появляющихся при ускорен- 
ном движении. Гравитационные силы земли вызывают при 
своем действии равномерно ускоренное движение, и скорость, 
приобретаемая массой т в результате свободного падения с вы- 
соты H в этом поле, определяется теоремой о кинетической энер- 


ГИИ 
] 
x то? = mgH, 


откуда 
vu’ = 29H. 


Для наблюдателя, находящегося на земле, промежуток времени 
At связан с промежутком времени АГ в системе, движущейся 


со скоростью Ὁ, соотношением 
26Η 
ον ~~ At’ (1 ~ £2). 
С С 


МАР 4/1 — 2 АР 
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Если интервал At представляет собой период часов (кото- 
рыми может быть атомное ядро), то его относительное измене- 
ние при перемене системы отсчета имеет величину 


Т-Г _ ЕН 
Тс‘ 


При этом также имеет место относительное изменение частоты 
(Δν/ν)α, которое называется «гравитационным эффектом Доп- 
лера». При заданных параметрах 


a 
---- 


а это трудно обнаружить. 


ЗАДАЧА 77 


Колебательный и вращательный спектры молекулы 
иодистого водорода 


Рассмотрите двухатомную молекулу НГ при обычной темпе- 
ратуре. Она совершает вращательное движение вокруг оси, про- 
ходящей через центр тяжести G. 


1. Рассчитайте приведенную массу молекулы и ее момент 
инерции Г относительно G. Межатомное расстояние примите 
равным г = 1,6. 10-0 м, массу электрона т = 9,11. 10-31 кг и от- 
носительные массы двух атомов тн == 1836т и My = 127тн. 

2. ОР Лапласа в сферических координатах имеет вид 


] oF 
А = 7 57) + те 60 (sin0 35) + στὸ Tate “Og? (1) 


Напишите независимое от времени уравнение Шредингера для 
стационарных вращательных состояний молекулы. Рассчитайте 
значение ее вращательной энергии Wy при условии, что уравне- 
ние имеет решение в виде tp = eV $ (зп O)/. 


I] 


- 1. Какова структура вращательного спектра газообразного 
HI? 

Какова частота света, излучаемого или поглощаемого при пе- 
реходе между состоянием Wy, и соседним с ним состоянием 
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Wii? Найдите Wo, Wi, Wo, W3 и длины волн, излучаемые при 
переходах Oz= 1, lice 2, 2 =3. К какой области частот они OT- 
носятся? й == 6.462: 10-54 Дж.с. 

2. Предположите теперь, что колебательное движение моле-- 
кулы не зависит от ее вращательного движения. Если два атома 
удалены друг от друга на расстояние г, отличное от го, на них 
действует возвращающая сила F = -——№$, где $ = |г— (οί. При 
замене переменной ο 5 a/b уравнение Шредингера для этого 
движения принимает вид 


42 

#8 4(2—@)y—o (2) 
где 

= Soe У. и |, — ary 


В этих выражениях Wy, представляет колебательную энергию. 
молекулы, а 
я A/a (3) 

ее колебательную частоту. 

а) При условии, что (2) имеет приемлемые решения только. 
в случае 4/6 --- 20 --1 (где о — положительное целое число), на- 
пишите уравнение для колебательных уровней энергии моле- 
кулы. Каково асимптотическое решение уравнения (2)? К каким 
принципам квантовой механики можно обратиться для под- 
тверждения того факта, что минимальная колебательная энергия 
не равна нулю? 

6) Вспомните, что дипольный момент, связанный со всеми 
переходами п = т, приводящими к излучению, имеет величину 

+ со 


ην =e | gv, dq. 


— oO 


Вычислите (Ба) и (Ва), зная (с точностью до нормирующей 
постоянной), что 


2 
woe“, ую, = (2g? — Dexp(~£), 


[lekaxKHTe, что таким образом можно проверить правило отбора 
Av = +1 для переходов между стационарными колебательными: 
COCTOAHHAMH. 

3. Предположите, что полная энергия молекулы Wr является 
суммой ее вращательной и колебательной энергий. Определите: 
значение Wr. Чему равны волновые числа % излучения, испу- 
скаемого и поглощаемого молекулой, в предположении, что 
возбуждаются только один колебательный и болышое число 
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вращательных уровней? Эта группа волновых чисел может быть 
представлена в виде у = %) + mAy. Найдите численное значение 
ДУ. Найдите Vo, vo Ἡ К [определяемые в (3)] при условии, что 
9 — 2332 см-Ё для т ==7. 


РЕШЕНИЕ 
] 
1. Приведенная масса молекулы HI равна 
_ нии 127 __ 127 - —97 
= ии, == 128 Ин = оз ‘1836.9, .10 = 166.10 КГ 


Момент инерции 
[= иго == 1.66.10”. 2,56. 107? = 495-107" кг. м?. 


2. Уравнение Шредингера для стационарных состояний ΠΒΗ- 
жения массы и имеет a 


В данном случае, когда а, = 0, A имеет заданную форму, 
а го — величина, постоянная во время oe имеем 


1 9 (cing OY s+ 5 Wp=0 


rx sin 8 08. 09 Го 2 sin’ 0 oat 





ИЛИ 


т У ctg foe cv ya kal y= 0. (4) 


Подстановкой предполагаемого решения в это последнее урав- 
нение получим 


J (J — 1) cos? 6 (sin 0)/-2 — J (sin 6)7 ++ J cos* 0 (sin 0)/-? — 
— J*{sin 8)’—? ++ 2 (sin 0)/ =0 





im 9 st 


так что 
=. (5) 
Заметьте, что предполагаемое решение 
tp = exp (17$) + (sin 8)’ 
является частным случаем общего решения уравнения (1): 
ф = С exp (риф) Pr (cos 6), 


когда J = т. В этом можно убедиться, воспользовавшись опре- 
делением присоединенных полиномов Лежандра Ру. 
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1. Иодистый водород, как и все полярные двухатомные моле- 
кулы, имеет вращательный спектр дипольного излучения и по- 
глощения. Правило отбора для разрешенных переходов: АУ = 
— +1, Используя (5), получаем для первых четырех энергети- 
ческих уровней 


h? 3h? 6h 
Wo 0, Wise И-ор о Из. 
При 
2 2 — 68 
BY, (6,62) 10" 95,9. 107? Дж 
{ 4.954.425: 10 
имеем 


Wy =0, №, =25. 10” Дж, \№,=75. 10” Πας, 
\. =150 . 10” Дж. 
Частота поглощения при переходе между каким-либо энергети- 


ческим уровнем и ближайшим более высоким уровнем может 
быть записана в виде 


W — И h 
бы Ил 
откуда 
ο. Απλο | 0,75 . 107° 
AS i -ἳ-υ ο-Ὅ----υ-- М, 
ν й f+! J+] 


Aol = 0,75 MM, Aig == 0,37 MM, А23 = 0,25 ММ. 


Эти линии расположены в микроволновой области спектра. Они 
широко изучаются со времени их открытия в 1945 т. 
2. а) Уравнение (2) описывает колебания гармонического. 
осциллятора. Находим 
a 2Wy 
29 --- | =F = у, 
так что 


У. = (ο + x) Avo. 


Асимптотическое решение уравнения (2) для больших значений 
г (а следовательно, и 49) находится при пренебрежении. величи- 
ной a/b по сравнению с ϱ”. Уравнение записывается в виде 


47} 
dg? 977 = 0 


j=Aex[-($)} 


Существование нулевой энергии Wo = '/,hv при v -- 0 является. 
следствием соотношения неопределенности (см. задачу 97). 





и имеет решение 
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6) Напишите выражение для дипольного перехода между 
двумя энергетическими уровнями и воспользуйтесь заданными 
значениями для волновых функций 


+ оо оо 
(Вад: =e | (ΨΟΨΙ 449 =e | @exp(— 4’) dq. 


Интегрирование проводится по частям: 


со со 


Ί со i 

\ q? exp (— 9) dq =[—g?exp(— 9". +5 \ exp(— 4) 44. 
Выражение в скобках равно нулю, а последний интеграл равен 
^/п. Таким образом, 





(Dylon = 2. 


Тем самым при ненулевом дипольном моменте переход 0 >! 
является разрешенным. 
(Da)o2 =е \9(29° — 1) exp(— q°) dq = 


— oO 


= 2e | 4’ exp(— q’) dq —е |  εχρ(--- 4°) dq. 
Последний интеграл равен нулю; с учетом этого находим 
| 2q° ехр (— 49°) dq =[— q* exp(—q")]-., +2 | 4 exp (— q°) 94. 


Согласно предыдущим вычислениям, эти интегралы равны нулю. 
Таким образом, (Э.)» равно нулю и переход 0—2 является 
запрещенным. 

3. Имеем 


И, НИ, = 14+ 0+ (9+5) № 


Откуда, если рассматривать только колебательный переход 
9 —=0->о==1, волновые числа излучаемых и поглощаемых ли- 
ний равны 
AW, + АУ у η 

о Шо roy . _ 

ch μα + 1} IF 15. . 
Если принять во внимание правило отбора AJ == +1, находим 
для Г oe - 1: 


Α) = 


- h 
+ (+ τος 
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для 7 =) — 1]: 
Fax № Jt 


ο ο Αποο ° 


Все разрешенные значения У можно представить выражением 


. ~ h 
У М0 mM Ta (т — положительные целые числа). Таким обра- 
зом, имеем 
. р 10—34 
Ay = — 993: 10 1,31 + 103 m-!, 





4n2Ic «4+ 9,87-4,95- 107-3 108 
В задаче дано ¥=%¥-+7A¥, так что 
%=2332 —7. 13,1 = 2230 см-1, 
Vo == CV, = 6,69 - 108 с-", 

& == 4л?ру? = 2,93 . 10? He wn, 
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Расчет скорости света 


С помощью решетки проведены точные измерения длин волн 
линий колебательно-вращательной полосы окиси углерода !2С160, 
расположенной в области 4,67 мкм; при этом для сосредоточен- 
ных вблизи центра полосы семи линий получены следующие зна- 
чения волновых чисел в см! в вакууме: 2131,635: 2135,550; 
2139,430; 2147,084;.2150,858 и 2154,599. 

Эти значения (как и для других линий в этой полосе) точно 
описываются уравнением 


у == № + Вт — Cm’, (1) 


где т — целые числа (m= 1,2,3,...), а В и С— постоянные. 

Кроме того, известно, что миллиметровые электромагнитные 
волны, генерируемые клистроном, при прохождении через газ 
поглощаются на частоте у = 114 737.108 Гц, что соответствует 
первой линии в чисто вращательном спектре (У = 0—1). По 
этим данным найдите скорость света в вакууме. 


РЕШЕНИЕ 


Если рассматривать двухатомную молекулу как осциллятор 
и предположить, что колебательная и вращательная энергии не- 
зависимы, то волновые числа колебательно-вращательной по- 
лосы определяются уравнением 
~ ν ᾗ 
v= + (2) 


——— 
с ^^ 472 ’ 
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Где у, — колебательная частота, т — положительное целое 
число, а / — момент инерции относительно оси, проходящей че- 
рез центр масс молекулы и перпендикулярной к линии, соеди- 
няющей ядра. Уравнение (1), заданное в условии, получается 
из (2) при Vom \/с и В = Й/4л?Гс. Оно содержит также допол- 
нительный член Cm?, обусловленный взаимодействием вращений 
и колебаний. 

Заметьте, что первые три заданных значения отличаются по 
% попарно на 4 см-!, так же как и три последних значения, а 
разница между третьим и четвертым — 8 см-!. Чисто вращатель- 
ная линия Vo, которая отсутствует в спектре поглощения, распо- 
Ллагается между третьей и четвертой линиями серии. С учетом 
этого можно отнести значения MM к различным линиям. Находим 


у, =2147,084 = %-- В — С, 

у, = 2150,858 = 4) + 2B — 4С, 

у. = 2154,599 = 4, + 3B —9С, 
я = 2139,430 = — В — С, 
у_,==2135,550 = % — 2B — 4С, 
5-3 = 2131,635 =, — 3B — 9C. 


(3) 


Первое и четвертое уравнения дают 
У -- Ven] — 2% — 26. (4) 


Второе и пятое — 
Vo -|- Veo — 29ρ — 8С, 


откуда 
C=— +5) — 9-5) = 0,0176. (5) 
Из (4) находим 
Gy =F (δι + Hy) + С=2134,274. (6) 
Кроме того, первое уравнение в (3) дает 
В =\%, — %-- С == 3,8270. (7) 
Подставляя значения (5), (6) и (7) в (1), получаем следующие 


значения: 
$ =2154,597, 4 = 2131,635 


в хорошем согласии с заданными значениями. 
Кроме того, частота первой вращательной линии СО опре- 


деляется формулой 
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откуда 
ν 11,4737 - 1010 - 10 
C= в — 38970 == 2.99792 ‘10 cm/c. 
При более точных измерениях с учетом He рассматривав- 
шихся здесь тонкостей этот метод может быть очень эффектив- 


НЫМ |), 
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Спектроскопия и удельная теплоемкость 


Внутреннюю энергию одного моля идеального газа можно 
представить в виде суммы четырех компонент: 


U=R(W,+V,+WV,+W,), 


где W;,—cpefnee значение поступательной энергии молекулы, 
, — средняя вращательная энергия, , — средняя колебатель- 
ная энергия, Я, — средняя электронная энергия, % — число Аво- 
гадро. Молярная теплоемкость при постоянном объеме может 
быть записана в виде С == (OU/OT),, где Г— абсолютная тем: 
пература. Пользуясь спектроскопическими данными, найдем 
U(T) и С(Т) в области 0 + 2500 К. 

Среднее значение энергии W; можно найти из закона распре- 
деления Больцмана, пользуясь уравнением 


_ Σε Й ;ехр (— BYW,) 
ИИ (1) 
2. 8; exp (— BW,) 


где В = 1/41, R—noctTosxunan Больцмана. Суммирование ΠΡΟΒΟ- 
дится по всем квантовым состояниям энергии; ©; — статистиче- 
ский вес (число различных квантовых состояний с одной и той 
же энергией). В случае когда число энергетических уровней 
в данном энергетическом интервале велико, суммирование в (1) 
можно заменить интегрированием. 


Покажите, что при очень низкой температуре, например при 
| К, поступательная энергия молекулы У, находящейся в объ- 
еме порядка | cm°, достигает значения 3/2АТ, которое получается 
с помошью классического принципа равномерного распределе- 
ния энергии по степеням свободы. 





) См. Плайлер и ap., Journ. Opt. Soc. Amer. 45, 1955, 
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Рассмотрите двухатомную молекулу АВ, состоящую из двух 
различных атомов A и В (в случае если А и В одинаковы, BO3- 
никают усложнения, обусловленные симметрией). Выведите вы- 
ражение для среднего значения W, вращательной энергии. Вве- 
‚дите в качестве переменной безразмерное отношение x = Г,/Г, 
где Г, = fi?/2kI (1 — момент инерции молекулы относительно 
‚оси, проходящей через ее центр масс перпендикулярно к АВ) 
есть характеристическая вращательная температура, и рассмот- 
pute ход функции W,(T). Исследуйте два предельных случая: 
первый для Г «< Г,, когда возбуждено малое число вращатель- 
ных уровней и целесообразно рассматривать только два первых 
уровня; второй — для Т > Г,, когда возбуждено множество уров- 
ней. Вычислите относительное число молекул на первых восьми 
уровнях, когда Г = 10 Т,. Напишите выражение для вращатель- 
ной теплоемкости и определите ее поведение с изменением тем- 
пературы. | 

Численный пример: Вычислите T, для молекул HD, Η55ΟΙ и 
№60, для которых значения АВ =r равны соответственно 
0,75, 1,27, 1,15 А. 


Ш 


Уподобив двухатомную молекулу линейному гармоническому 
осциллятору, выведите выражение для средней колебательной 
энергии W,. Вводя переменную и = ТТ, где Ty = hv/k — ха- 
рактеристическая колебательная температура, рассмотрите пове- 
дение функции W,(7T) и соответствующей молекулярной тепло- 
емкости. 

Численный пример: Вычислите T, для HD, Н и NO при ус- 
ловии, что волновые числа их колебательных линий в спектре 
комбинационного рассеяния света равны соответственно 3630, 
2886 и 1880 см-!. 


IV 


При условии, что первые уровни электронного возбуждения 
HD, НС и NO соответствуют 90400 см ', 75000 см! и 
45 000 см-!, покажите, что при расчете молекулярной теплоем- 
кости вплоть до 2500 К нет необходимости учитывать We. 


РЕШЕНИЕ 
1 


Рассмотрение поступательного движения частицы, заключен- 
ной в данном объеме, показывает, что самый нижний энергети- 
ческий уровень соответствует длине волны де Бройля порядка 
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линейных размеров объема. Квантовая энергия поступательного 
движения равна 


αμ, — 8-16. 1072". М. 1077 


где М — массовое число молекулы. Эта энергия много мень- 
ше, чем AT == 1,4.10-2 Дж для Т = 1 К. При такой температуре 
возбуждено очень большое число уровней, и для одной из трех 
поступательных степеней свободы, например х, для которой 
энергия равна '/.70°, можно написать 


| (1/2) то» ехр [ —B (πιο; /2)] do, 
VW = АА 
\ exp [— В (ασ: |2) a0, 
0 


Принимая д? == fmov*,/2, получаем: 


\ 4 exp (— q*) dq 
w — 22 —_____ 1. (pve το --ᾱ-- 
в vx в 2 
exp (— 9°) dq 


σε πο] 


Полная кинетическая энергия поступательного движения 
к _ Тир 21 1 
πο (0; Но, + 22) 


mo. 
равна величине W; —= %/kT, и молярная удельная теплоемкость 
имеет постоянное значение 


Οι R=SR. 





il 


Вращательная энергия свободного ротатора, который пред- 
ставляет собой двухатомная молекула, может принимать значе- 
НИЯ 


2 
W,=J (J+ 1) us (J — положительные целые числа или нуль). 


Статистический вес одного из этих состояний равен 2) -- 1, 


поскольку угловой момент G=4/J (J -- 1).В может принимать 
т —=2/--1 различных положений относительно фиксированной 
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оси. Этим значениям соответствует одна и та же энергия в от- 
сутствие действующего на молекулу внешнего поля. Однако при 
наличии такого поля эти состояния могут расщепляться. Пра- 
вило отбора для вращательного квантового числа: AJ = -Е[. 
Таким образом, выражение для средней вращательной энер- 
гии имеет вид 
YF + !) (QF + 1) (2/21 exp [— By (7 1) 82/21] 
Й, =— = 
>) (27 + 1) exp [— BY (7+ 1) 82/27] 
0 


или, принимая х==Т,/Т и Г, = В*/21Ё, 


dy IF +1 ο) + 1) exp [-- (7-Е 1) x] 
V, =k, ИОН (2) 
>, (27 +l) exp [— JF + 1) α] 
0 


Вращательная молярная теплоемкость равна 
> ο -- 1)? (QF + 1) exp [— J (+ 1) x] 
0 


ЧУ, T° 
C, — Mae — R Τὸ 





OO 


>) (22 + exp [—J (+ 1) x] 


0 
2 


SIT + (27 + 1) οκρ [-- J 7 + !) αἱ 
0 
ор. 8) 
δ΄ (27+ !) exp [— J +1) д] 
0 


Для Т < Т, при рассмотрении только уровней 7 =0 и У=! 
имеем 


W, = 6АТ, exp (—2-4), 
C, = 12 exp (—2-+). 


Это выражение стремится к нулю с уменьшением Г. 
Для Τ 15 Г, выражение (2) принимает вид 


2/13 exp (— 7х) dx 


о < 


И, = АТ, 
2Техр (— J*x) dx 


σε οἱ 
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так что, обозначив J*x = д, получим 


\ gexp (— 9) dq 
W, = kT ———__——__ = АТ 
\ exp (-- 9) dg 
0 


С, = К. 


Вновь получаются значения, соответствующие равномерному 
распределению энергии, так как линейный ротатор, обладающий 
лишь кинетической энергией, имеет только две вращательные 
степени свободы относительно осей, перпендикулярных к линии 


Ν 





Фиг. 79.1 Фиг. 79.2 


ΑΒ. Действительно, момент инерции относительно оси АВ, 
хотя и не равен нулю, но очень мал, в результате чего величина 
соответствующего кванта вращения, обратно пропорциональная 
этому моменту инерции, так велика, что молекула не обладает 
вращательной энергией относительно этой оси, за исключением 
случаев очень высоких температур. 

Кривая, соответствующая (3), не проста. Начинаясь с нуля, 
сна проходит значение R при температуре, равной приблизи- 
тельно 0,67;; достигает максимального значения порядка 1,1Ю 
при ТГ, близком к 0,8Г,; затем асимптотически стремится к зна- 
чению А, к которому приближается очень близко при Τ-- 21 
(фиг. 79.1). 

Относительное число молекул в данном состоянии J равно 


Ja (2) + I) exp [— ο + 1) 4] (4) 
Σ, (51 ΕΙ) οκρ [1 + 1) 4] 
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При x = 0,1 числитель М в (4) при изменении J от 0 до 7 имеет 
следующие значения: 


7 =0 N = | 
3 ехр (—0,2) = 2,457 
2 5 exp (—0,6) == 2,75 
8 7 exp (—1,2) = 210 
4 9 exp (—2,0) = 1,29 
5 1] exp (—3,0) == 0,55 
6 13 ехр (—4,2) = 0,19 
7 15 ехр (—5,6) = 0,05 


Такое распределение объясняет относительную интенсивность 
чисто вращательных спектральных линий для колебательно-вра- 
щательных спектров (фиг. 79.2). 

Численный пример: 


A’ 3,96. 10—46 9 т 
акт о ГМ, Пи, 


и — приведенная масса. 
Для HD: 


μ == ‚ 1,67 - 10” кг, J == ‚1,67. 10”. (0,75)? . 10-® кг/м?, 


Τ, = 64 К. 
Для HCl: 
w= 1,67 - 10-27 кг, P= 67 - 107”. (1,27 . 1072 кг/м, 
Τ, -- ΙΡ κ. 
Для NO: 
= 816-107" кг, P= Se 1,6. 1077 + (1,15)? + 107 кг/м, 
T, = 2,4 К. 
HI 


Квантованная энергия гармонического осциллятора равна 
И =(о-+-) hv 
υ — {09 9 ’ 


где у — частота осциллятора, a э— положительное целое число 
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или нуль. Среднее значение колебательной энергии равно 


>, (ο + (1/1) Av exp (— В [ο + (| Av} 
v7, τς 


Σ) οχρ [-- Blo + (19)! Av) 
0 


(hy (2) > exp (— βυήν) + у vhy exp (— Вой\) 
0 0 


> exp (— BvAv) 
0 


у. vhy exp (= poly) 
— hy 0 
И. — > =—— ля лнл —===. (5) 
у exp (— βυήν) 
0 


Заметьте, что числитель (5) с точностью до знака равен про- 
изводной от его знаменателя D по В, и, таким образом, можно 
написать 


τρ h 1 а) d (ig D a = 
рае же в 


Γ) — сумма геометрической прогрессии, и ее значение 
| 

В — | — exp (— ВАУ) ' 
следовательно, 

το Av а 

= ap (8 ep emmy) = 

.. hv -- kT g (6) 
exp (βήν) — | exp (Γυ/Τ) -- | ' 


При Т < Τι единицей в знаменателе можно пренебречь по срав- 
нению с экспонентой. Тогда получаем 


ie 


И, ЕТ, ехр (— ^.). 


При Г >> Г. экспоненту можно разложить в ряд и получить вы- 
ражение 


τρ hv __ hv 
Vo — > = Bild bay ed weed? (7) 


которое стремится κ Ι/β-- ΕΤ при высоких температурах. Это 
последнее значение соответствует равномерному распределению 
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энергии, так как линейный осциллятор имеет только одну сте- 
пень свободы и в то же время его потенциальная и кинетическая 
энергин являются квадратичными функциями координат и ско- 
ростей соответственно. 


с, 
рт” . 


Фиг. 79.3 





7, 7 


Из (6) находим уравнение для молярной колебательной тепло- 
емкости: | 
"7 9 
ср. ρω) (8) 
у dT Γ5 [exp (T,/T) — 1]? 

Это выражение стремится к нулю при уменьшении Гик А — 
при высоких температурах. На фиг. 79.3 показан график этой 
функции. 

Численный пример: 


Av 
l,= > 
Для HD: Τις 1,44. 107°. 3630 . 10° = 5297 К. 
Для HCl: Т,=1,44. 10°. 2886 . 10° = 4266 К. 


Для NO: Т,=1,44.10-”. 1880 . 10° == 2607 К. 


= AF 44. 1072s. 


IV 


Рассмотрите отношение N2/N; числа молекул, находящихся 
на первом возбужденном уровне, к числу молекул в основном 


oR 7 
2R 
Sp ve С, 
врет ———— 

A у Ой 

0 nnn и 

he т 
Фиг. 79.4 


состоянии, используя распределение Больцмана и считая стати- 
стические веса уровней равными единице (поскольку это может 


ЗАДАЧА 79 АТОМНЫЕ И МОЛЕКУЛЯРНЫЕ СПЕКТРЫ 387 


привести только к изменениям порядка единицы). 
№. - И: — №. 
м = exp(— РТ _ ) А 
Имеем kT =1,38-10~”- 25+ 10° = 3,45. 1073. Дж, 
У, — №, =hes = 19,96 - 107s, 


Для HD: W,—W,= 182-107", 72 = exp(—52) =0,26 . 10-2. 


№; 
Для НС: W,—W,=150-10™, Со 
Для NO: №,-— №, =90. 1073, д’ ==ехр(-—26) =0,51 . 107". 


Таким образом, число возбужденных молекул очень мало, и 
электронная энергия не вносит вклада в удельную теплоемкость 
рассматриваемых молекул. 

Общий ход кривой С(Т) показан на фиг. 79.4 сплошной ли- 
нией, а температурная зависимость поступательной, вращатель- 
ной и колебательной теплоемкостей -—— штриховыми кривыми. 
При обычных температурах колебательная теплоемкость не до- 
стигает предельного значения, за исключением случая более тя- 
желых молекул, чем рассмотренные в этой задаче. 


13* 


ПРИЛОЖЕНИЕ A 


ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ 


Преобразование Фурье (Е.Т.) —это математическая опера- 
ция, часто применяемая в оптике. Интеграл Фурье встречается 
во множестве различных задач (пространственная когерент- 
ность, временная когерентность, дифракция, структурный фак- 
тор рентгеновских лучей, соотношение неопределенности и т. д.). 

Это рассмотрение не будет строгим. Оно приводится просто 
как некоторый инструмент для оптиков, помогающий им упро- 
стить расчеты. 


А. Определения и основные свойства преобразования 
Фурье 


1. Система обозначений и определения 


Пусть х — действительная переменная, изменяющаяся в OO- 
ласти между --οο H <, а [(х) — функция x, принимающая 
действительные или комплексные значения. [(х) должна быть 
суммируемой функцией, т. е. никогда не должна стремиться 
к бесконечности при х-> oo. В оптике это требование соблю- 
дается всегда. 

По определению: 

+ со 


Е. т. == \ pee ах. (1) 
Е. Т. записывается в виде 
Е. Т. 
Ἱ(α) — F (u), (2) 
Говорят, что ЁР(и) есть преобразование Фурье (Е. Т.) функции 
f(x) [или — спектр 7 (х)]. и и x называют сопряженными перемен- 
НЫМИ. 
Рассмотрим, например, уравнения распространения: 
электромагнитных волн: Ё = E,, exp [25] (\Ё — ох) |], 
vue 


σα κα ὶ сопряженные переменные; (3) 
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волны, связанной с частицей: 
27] 
b= фиехр | (Wt — px)], 
‘Wut 
р их 


11. Свойство обратимости F. Т. 


Если Ё(и) — известная функция, то f(x) можно получить 
с помощью следующей операции: 
-- со 


Ро = \ Р(шде-ччя du, (5) 
—со 
[Обратите внимание на изменение знака экспоненты в уравнении 


(5} по сравнению с уравнением (1).] 
Уравнение (5), выраженное через размерности, имеет вид 


[Я] = LF] lal; 


в то время как для уравнения (1) имеем 


[F] = [f] {x]; 
[η] [x] = 1. (6) 


Это последнее соотношение легко приводит к соотношению He- 
определенности Гейзенберга. 

Замечание. Некоторые авторы записывают эти уравнения 
в виде 


} сопряженные переменные, (4) 


откуда 


-f- 00 


Е (и) = = ) Ё (x) ef dx, 
+ со 
i (== | Е (uw) e7!4 αμ, 


— [κ 


lil. Свойства 
| Линейность 


Если допустить, что две функции 1 (х) и fo(x) имеют Е. Т. 
Е (и) и Fo(#) соответственно, и если а1 и а. постоянные, нахо- 
Дим: 
+ οο 


| [αι[ι () - ар» (x) | 27 * dx == 


-- OO 
-- со +oo 


=a, | (о) er ха, \ fo(xye™dx (7) 


-- XD a ο) 
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ИЛИ 


[αι]: (х) + а (x)] => [αιξι (и) + αν ο (и). (8) 


Преобразование Фурье линейной комбинации функций есть 
линейная комбинация преобразований Фурье этих функций. 





2. Сдвиг 
Сдвиг функции {(х) на постоянную величину x’: 
“+ со + со 
| f(x — x7) e2miax dy = | f (X) er iX4+40GX, (9) 


Принимая А = x—x’, (9) можно записать в виде 
+ со 
оз ux? | | (X) етих ОХ —— ροπή ux! Fe (и), (10) 


f(x — x’) ην Р(и) ем». (11) 


Если функция f(x) сдвигается на постоянную величину Хх’, 
ее Е. Т. умножается ца ο αν, 





3. Свойство симметрии 


Проводя преобразование Фурье для f (x)e72*%/4’* при постоян- 
HOH и’, имеем: 
-- 00 - © 


| f(x) ε- η хозщих dy — | f (x) επ] чих dy == F (uy --- и’), (12) 
.Ἓ _ / μα Е. Т. / 
ея} (х) ET. (ии). (13) 


Обратите внимание на аналогию между уравнениями (11) и 
(13). Эти результаты можно применить к различным примерам. 


i (x + x’) + i (х — x’) F (u) ee ad +. Е (и) ορ] κ). 
== 2F (и) соз2лих’, (14) 
P(x—x’)—f atx’) Е (и) e2tiux’ — р (y) е-2 их” κ 
—=21{Ё (и) зт2лих’, (15) 
27 (x) — f(x — κ) — fF (x-+ x’) 2F (1) [1 — cos 2лих! | = 


= 4F (и) sin’ mux’, (16) 
f (x) cos Qau’x == 


— sf (x) [е2п/и/х + ασ μ/α] > [Е (и -- и’) + F (и — и”)], (17} 


ПРИЛОЖЕНИЕ A 39 | 


7 (x) sin Qnu’x == 


== 57 f(x) [erie — e285] Fu’) — Кии), (18) 


Г (x) sin? ли’х == 
= 5 f (x) (1 — cos 2nu*x] ΙΕ) —Flu+u’)—Fu—)|. 
(19) 


4. Изменение масштаба 


Пусть а — действительная постоянная. Требуется произвести 
преобразование Фурье функции |(ах). Сделайте замену пере- 
менной Y = ах. 


Если a > 0: 
Του ++ ος 
| | (ax) eI" dx = — | f(y) eriwiady=—F(=), (20) 
если а < 0: 
1 | 
с} ее = —— F(4). (21) 
+ со 


В общем случае можно записать 
. Т. 1 
F (ax) = — > ат F (=). (22) 


В частном случае, при а = —1, уравнение (22) записывается 
в виде 








f (— x) ο F (—u). 
5, Виды симметрии 
Проводя Ε.Τ. функции [,„, находим 


| f° (x) eax in| | Ὁ ο == К" (-— и), (23) 


— со — с 


№ (x) ην F*(— u). (24) 


Нередко приходится исследовать функции с особым видом 
симметрии. Предположим, что [(х) состоит из четных функций 
p(x) и нечетных функций &(Х). 

Можно записать 


[ (x) = р (x) + i (x), (25) 


где p(x) и i(x) могут быть комплексными. 
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Преобразование Фурье функции |(х) сводится к 


Ἔοο + оо 
F (u) =2 | p(x) cos 2nux dx + 9ἱ | i(x)sin2nuxdx. (96) 
0 0 


Найдены следующие общие результаты: 


as F, Т. bd 
j (x) действительная, четная ——> F (1) действительная, четная;: 


(27) 
>F(u) мнимая, нечетная; 
(28) 
> F(u) мнимая, четная. (29) 


Н.Т. 





f(x) действительная, нечетная 


F, Т. 





7(х) мнимая, четная 


Следующая таблица суммирует эти результаты (Re обозна- 
чает действительную часть, а Пп — мнимую). 


f (х)==р (x)-+i (x)=Re [р (х)] -- 1m [р (х)]-- Ве [1 (1)]-Ε | lm (|, (30) 


у i >< 


F(u)=P(u)-+ Ки)=Ке [Р (u)| +i Im [Р (и) + Ве [1 (@)J+j1m [7 (и)]. (31) 
Стрелки указывают на соответствие между преобразованиями 
Фурье. 

1V. Распространение на функцию 6 двумя переменными 


Принимая, что F(u, v) есть Е. Т. для функции | (х, и), опре- 
деляем: 


+co --οο 
F(u, y= | | Г, ν) ὅπως τοῦ αχ αν (32) 
и обратно: .. 
о Ἔνοο 
Γία, y= | \ F (u, ест dy αυ. (33) 


Функции [и F взаимно симметричны, причем одна является 
спектром другой. 

Эти соотношения появляются, например, в принципе Гюй- 
генса, где по известному распределению амплитуд на волновой 
поверхности можно с помощью Е. Т. рассчитать спектр Р(и, 9) 
функции | (х, и) и тем самым получить дифракционную картину. 
Наоборот, если известна амплитуда дифрагированной волны 
Е(и, 9), можно рассчитать структуру волновой поверхности, ко- 
торая вызывает дифракцию. 
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V. Различные применеиия преобразования Фурье 


В конце данного приложения в таблице приводятся некото- 
рые примеры преобразований Фурье, с которым читатель может 


встретиться (см. примеры 1—9). 
В графическом представлении эти функции нормированы, 


5. Свертка 


J. Определение 


Пусть две функции f(x) и g(x) ограничены и суммируемы 
(pur. А.10, а и А.10, 6) 


P(x) 
| g(x) ” 
Фиг. А.10 
I 





σος ρα — g(x~y) A 
ct yl οίσ-ι) 





ioe ϱ 
т! 
hla) J 
won ~~ κ ὅ 
[И т 


Сверткой этих двух функций называется функция A(x): 
+ 90 
й (х) = | | (y) g(x — y) dy. (34) 
Эту запись часто делают с помощью следующего обозначения 
h(x) =f (x) ® g(x). (35) 


Рисунки A.10,6 и A.10,2 иллюстрируют те операции, которые 
приводят к свертке: функция g(—y) переносится на значение х. 
Затем получается произведение f(y)g(x—y). Тогда ордината 
h(x) на фиг. А.10,г будет равна заштрихованной площади на 


фиг. A.10, в. 
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II. Свойства 
А. Коммитативность свертки 


Произведем замену в уравнении (34): х— у =? 
+ © 








+00 
μα) = \ Fe—YeW)d(—Y)= | аи-уа)ау 
| ва! 36) 
Б. Преобразование Py pve для свертки 
f (x) > Е (и) | 
2 (x) 2s G (u), (37) 
Уравнение (34) можно записать в виде 


+ 00 + 00 


h(x) = F(y) | @ (и) ο πκα-ν) dudy, (38) 


Таким образом, сохраняя порядок интегрирования, имеем: 
“++ со 


+ со 
h(x) = | G (1) en Σπίωα | Fy) eis dydu 
> 2 
h(x) = \ Е (и) С (u) e- 28/4" ди. (39) 


В результате можно сформулировать следующую обратную 
теорему: 





Гос Е. а. 











f-g——> FQH. и 
Эта теорема известна как теорема Парсеваля. 
ΠΠ. Частные случаи 
а) Если в уравнении (34) x == 0, получаем 
+00 + © 
в(0= \ Γώαί-θάν-- \ Ры- бам. Ul) 
При j/ =e находим | 
+00 


| [ (x) | (— х) ах == | F* (и) du, (42) 
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6) Корреляция 








Пусть 
в’ (к) -- [θα (--ᾱ'-- \ Кг. = 3) 
Тогда -- . 
| (1) ------ F (u), | 
Т * 14 
ο) (--- x) μις (и). αφ 


Уравнение (43) принимает вид 
- со 


W (x) = | Е (u) « G*(u) e~2%/#* ци, (45) 
В частном случае, когда х = 0, 
-- оо 
h’ (0) = \ Е (и) G* (uw) du. (46) 
в) Автокорреляция 
f(x) = g (x). (47) 
h’ (x) =F (x) ® Г (— x). (48) 
Уравнение (48) принимает вид 
+ со 
h’ (x) = | | F (и) 2 e270 ди. (49) 


— со 


Свертка }{(х) ® /*(—x) называется автокорреляционной функ- 
цией | (х), a ee F. Т. есть | F(u) |”. 


При х =0 
\ F@Pde= | 1 (4) Pda, (50) 


Эта теорема выражает закон сохранения энергии, незави- 
симо от того, в каком плане она применяется (теорема Рэлея). 


Приложения автокорреляции 
В качестве типичного примера найдите автокорреляцию 


функции щели, а затем Е. Т. этой автокорреляционной функции. 
71(х) — действительная четная функция. Имеем 


f @ f— > Е (и). (51) 
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Различные функции показаны на фиг. А.11. 

Автокорреляционная функция зрачка, известная как функция 
пропускания, играет очень важную роль в оптических приборах, 
освещаемых некогерентным светом (см. задачи 35 и 37). 

Можно представить общее распределение светимости предме- 
та суперпозицией бесконечного числа синусоидальных перемен- 
ных, каждая из которых характеризуется: 

определенным направлением волнового вектора; 

несущей частотой, обратно пропорциональной длине волны 
(являющейся частотой рассматриваемой синусоидальной компо- 
ненты); 

амплитудой и фазой. 





-а πα 


Фиг. All 


Эти различные синусоидальные компоненты проходят через 
оптический прибор. При этом они отфильтровываются по закону, 
определяемому функцией пропускания. 

Функция пропускания определяет качество прибора. Она 
дает информацию обо всех несущих частотах. По этой причине 
предпочтительнее характеризовать прибор функцией пропуска- 
ния, нежели его предельным разрешением, значение которого 
определяет предельную частоту, пропускаемую прибором, но не 
дает информацию о промежуточных частотах (см. задачи 35 
и 37). 


В. Распределение Дирака. Распределение Пуассона 


Некоторые функции, такие, Kak f(x) = 1, f(x) == со5х, ... не 
удовлетворяют условиям, необходимым для преобразования 
Фурье. В таких случаях F. Т. можно проводить только с неко- 
торыми ограничениями. 

Ряд Фурье может быть выражен в рамках Е. Т. только с ис- 
пользованием распределений. Мы не станем здесь касаться тео- 
рии распределений, а лишь приведем некоторые полезные опре- 
деления и характеристики. 
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I. Распределение Дирака 


|. Определение 


Рассмотрим очень узкий импульс 6(х) с очень большой высо- 
той и с площадью под кривой, равной единице: 


9(х)=0 для x 0 (52) 
+00 
| 6 (x) dx --- 1. (53) 
2. Графическое представление 


Импульс 6(х) представляется пиком с высотой, нормирован-. 
ной к единице (фиг. А.12, а). 


3. Свертка 
Можно записать 
со 
у 8(x) fide =F 0), (54) 
ИЛИ _ 
+ со 
\ δα -- a) f(x) dx =f (a), (55) 
| (x) f(e—a)dx=f(—a), (56) 


— с 


Применяя это к свертке, получим 


+} 00 1 со 


| 6 (y) fe — y)dy= | O(x—y)fly)dy=Tx), 67) 
6 (x) @ f (x) = F(x) @ 6 (x) =F). (58) 


Функция Дирака является единичным элементом для свертки 
(так же как нуль является единичным элементом при сложении 
и единица — единичным элементом при умножении). 

4. Грансляция (сдвиг) 

Основываясь на предыдущем уравнении, можно написать: 

[ (x — а) =} (x) @ 6(х— а). (59) 


Сдвиг можно представить как операцию свертки. 
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о. Преобразование Pypoe 


Пусть А(и) представляет собой F. Т. для 6(х): 





6 (x) ——b> A(u). 
Применяя теорему о свертке к (58), получаем 
А (и): (и) = F (u), 





откуда 
А (и) =1. 
Наконец 
ὃ (x) ie ~>A(u)=1 (Фиг. A.12, 6) 
прн 


+ 00 
ὃ (x) = | е-2 их аи. 


Если функция Дирака сдвигается на а, найдем 
Е. Т. 





6 (x — a) > ο π]εα, 
6. Свойства 
] 
6 (ax) = Tal 8 (x), 
ὃ (— x) = 4 (x), 


Г (x) 6 (x) = f (0) 6 (x) 
Г (x) 6 (x — a) =f (a) d(x — а). 


Принимая (4) == х, находим 
со 


| χὸ (x)=0 или χὸ (α)--θ. 


— OO 


ИЛИ 


Н. Ряды Фурье 


(60) 
(61) 
(62) 
(63) 


(64) 


(65) 


(66) 
(67) 
(68) 


(69) 


(70) 


|. Преобразование Pypve Оля распределения Пуассона (или 


«гребенчатого» ряда Дирака). 


Констатируем без доказательства, что К. Т. для распределе- 
ния Пуассона с периодом ὢ-- то же самое, что распределение 


Пуассона с периодом 1/р (фиг. А.13), другими словами, что 


у &(x — kp) ---- =>. в (+). 





в = — oo 


(71) 


2. Преобразование Фурье неограниченной периодической функ- 


ции 


Пусть h(x) — неограниченная функция с периодом р. 


Можно предположить, что A(x) получается путем сдвига на 
целые кратные значения р простой сходящейся функции | (x) 
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(фиг. Al4,a). Поскольку сдвиг является процессом свертыва- 
ния, можно записать 


- со 
h(x) =f (x) ® 2, ὃ(α --- kp). (72) 
Производя преобразование Фурье для обеих сторон, получаем 
- со 
-- ος ἆλ. 
Н (и) = F (uw) > 6 (u > ) (73) 


и может принимать только дискретные значения Rk/p, так что 
-. fe ke 
H (и) = У ες 5(u—=) (74) 
— © 


(фиг. A.14, 6). 

Заключение: 

г. Т. неограниченной периодической функции является неко- 
торым распределением; 

если A(x) имеет пернод р, то Н(и) имеет период 1/р; 

равномерно распределенные дираковские значения равны 
F(Rk/p), где F(u) является Е.Т. для f(x), а Е(Р/р)— значение 
Е(и) в точке u = R/p. 

Обратимость. Подставляя (73) в (72), можно видеть, что 
преобразование Фурье неограниченного периодического распре- 
деления является неограниченной периодической функцией. Это 
единственный случай, когда дираковские значения имеют оди- 
наковый вес, так что преобразование Фурье некоторого распре- 
деления также является распределением. ς 

Замечание. Частный случай периодической и ограйиченной 
функции (или распределения) легко можно рассмотреть, поль- 
зуясь предыдущими результатами. Можно всегда принять, что 
ограниченная функция (или распределение) является произве- 
дением некой функции — g(x) на периодическую неограничен- 
ную функцию (или распределение) (фиг. А.15). Наиболее изве- 
стной функцией P(x) является функция щели. 


Если 
h’ (х)==й (х): g(x) (положительный порядок должен быть 
сохранен), (75) 
Н' (и) = H (u) ®б(и), (76) 


1-οο 
H’ (и) = F (u) » δ(μ-- 5) ο). (77) 











1. Функция щели 





we 





Фиг. A. I, a Фиг. А. 1,6 
| sin πια 
f(x) =1 = 
для — а? < х<а/!2 м = 
j(%) = 0 
для x <—af/2ux> a/2 
Ax = a4 








2. Фуикция Гаусса 


Fu) 
F(x) 
Ji 
ο ΑΝ. u 
0 г Фиг. Α. 2, 6 
Фиг. А. 2, а Чо 
Е (и) ως | ο πχ pf 2tux dx 

f (x) = e7™ 


— со 


Для строгого доказательства обратитесь к математическим ссылкам. 
Принимается Z = x — ju и предполагается, что | -- постоянная: 


тс 
Р(и) = ον | e M2? 47; 


— OO 


производя замену переменной πζζ == 42, получаем 
+00 
F (и) =e" ™ | ο χ 


wm со 


dx 


vx 





Поскольку Х и У — независимые переменные, можно установить: 
ο σπα” to Ἔρο Хау: 
= | | о axay. 


-υ- OO 


Вычисляя поверхностный интеграл в полярных координатах, имеем 


oO 2л оо 
— 20" , , 
[F Ш) = —— | | еб р ар dd =е` νι ε- ἆ (р?) = 
оо 0 


= =“ е 2m? le p р =— 6 Ри", 
ἑ(α)ξ επ OF (u) -- ε Я! 


В более общем случае: 


(4) «ο πα "Е (и) = ет Яа\й, 


Габлицы 





мянНие пространственных размеров источника 
дача 3) 


Аа - Ах =] 
тияние размеров щели на дифракционное изо- 
‚ажение (задача 35) 

Ах. Аи --- ] 


‹ияние ширины энергетического уровня на время 
изни волнового пакета (задача 71) 


AW - ДЕ == 1 


пияние неопределенности импульса на положе- 
е частицы (задача 57) 


Ар. Ах =й 


эедшествующие приложения можно также 
ссмотреть с помошью кривой Гаусса 





007 


м зиняжогиап 


у зиняжокиаи 


[07 
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— — | — = (1) χΟΤΗΗΖ UIS == (x) { 


6/0 > X > σ/ο — BIT 
p(°n — 11} wv 2 (би + 1) и | 
πο τη στον ayn ae | 


Ό { . * JH 
ον `\ ИФ νο 





(ce ehetfve) чодухэно xAdy охчгог 
οιμηβρβοεράοο Ἡ LBYOdHdI MWaLIHD 
ΜΕΗΦΙΓΕΠΗΟΟΛΗΗΟΟΣ и ΜΡΗΣΙΡΥΜΠΟΟΛΗΝ”Ὁ 





ΒἩΜΟΟΛΗΜΟ ΜΡΗΗΘΗΗΗΡάΙΟ } 





6/0 > X  σο — BUT 


_7 nm) с ποπ) == (71) J X9nUT SOD = (x) { 
ο (“η — п) и ш$ p(°n + 1) 1) Πἱ5 
ον ‘лиф ο») ‘AH 


[= *V-oOV ΝΗΠΟΧΕΗ хх 
е1Ап олояонгоя энидиш udu woe 
-е490 эж ΠΝΙάΗΟΟΤΟΙΙ (ο ΕΗΕΠΕΕ) ва 
-Ап олочонгоя инёиж киэ4дя — 2 эн 
‘2/] вне иинии внииш A этотоен 
19Ая121э31009 ииниг Флнэ ‘чнидиш 
ΠΟἨΗΒΟΗΟΣ <иник оАнчиеОлуэно тэвн 
игоончгэтихги WOHHOHOM JAN Hoag 
-OHYOd ΗΗΣΟΘΗΗΙΡΝΟάΧΟΗΟΝ ончивэни 





BYHOJAHHION ΡΜΡΗΗΘΗΜΗΡάΙΟ "8 


------- 


annany oood ΙΙ 
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(nduz soo + Г) εἰ(α) 4] т == 2[(7) | 


9ο σ тиф 








едтяоно ΧΙΠΠΟἩΜΡΗΜΠΟΟΗ HdL лэен 
(x) J AuLomed вэ4эь иинэижохо4и µά[] 


—_— =o ο ———_— 


--- 


pn 
Πα; $903 ——— = (7 
ony WIS (п), 


9‘9'У лиф 


2 (би — п) σ 
[сыр ο αἲς [ 


п (бп nj © Dn 
ο (07 + 7) US ‘1 On UIs 
ος Ὑ “Ike 








j=@u 


$—+)1+($+=)!1=6) 4 


{ имин Анжэй иэзинколоеа и Ό 
ионидиш Hoi эчньитнеги эя 


n ο σ ИФ 





ΒΙΗΟΙ] икэ ‘9 





(2) 


6/0 σαχ σον — вии 
x°nwg sod + [== (x) { *5 
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HOrenl ΡΕ1ΟΟΗΜΙΓΟΗ LO тизияее aodiLyeld внидиш 
‘OK OL и ΟΗΠΟ ячофдляэно JHHOKOLOL 
‘OX CL и PHYO (1) 1 иэипянАф ΡΗΠΡΓΑΠΟΝ 


$ ид ‘9 xeLMHAD а 2[(7) αἱ 
XHMomrae1yedi ‘вхифе4дт иду чтиняе4> ΟΗΣζΟΙΝ 


nd М uls 


7016 ots 


(2) J = (п) 4 


SY ИФ 


ny afe df dh 





== 
(дих)! < =(х) 
1— № 


(euLomad) Yoram ханвизнони ΑΙ 9 





n 30 


[πανό sod σ -- [1 (1) 4 = (1) A 


ο, ν “Hd 
d/o d/z dj 












(а — х) i+ (ах): + () =) Я 
ο.) ντ лиф 





(4) 


Hem οΙΙΗΠΗΙΠΟΠΗ иду */ 





δΠἩ9520Υοροά[] 
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οι ν иф 251 ν ‘“AH@ 
η 0 zo 
1 лиф eH 9ΜΗΗΕΠ ча@эмифи ч1эд тои Г 
«54 OMKOW ΕΗΟΙΟΠΘάΠΟΦΗ счтоониой KeHHOW (r)9 
«9491 HOH ο ΗΡΗΗΜΟΧΡάΠΟΟ OL “ΘΗΗΘΗΒΗΕ ΘΟΗΗΟΠΓΟΥ (п)у 
->4по ΟΗΙΟΙΙΟΟΟΕ 3Ι99ΝΗ кеннэиэ4эп ΕΗΠΟ иго 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 6 


СТЕПЕНЬ КОГЕРЕНТНОСТИ МЕЖДУ ДВУМЯ ТОЧКАМИ, 
ОСВЕЩАЕМЫМИ УДАЛЕННЫМ МОНОХРОМАТИЧЕСКИМ 
ИСТОЧНИКОМ 


Имеется: 
конечный, протяженный монохроматический источник, каж- 
дая точка которого представлена текущими координатами и ии, 
экран, имеющий два одинаковых отверстия δι и ῥο (фиг. B.1).. 


aq 





Фиг. Ὦ.Ι. 


Если а: и 42— амплитуды колебаний, пропускаемых отвер- 
стиями Р; и Po, то энергия в произвольной точке Q интерферен- 
ционного поля равна: 


(AA*) = <(а, + а2е!®) (αἱ + aze!®)), (1). 


где ф — разность фаз, приобретаемая при прохождении P,Q и 
Р.О. 
Уравнение (1) можно также записать в виде 
(Α 43) = (анал) + {а2аз) + 2 Ве (а: а2е-1®\]|, (2) 


(где Re означает действительную часть). 
Поскольку ф не зависит от времени, нужно использовать 
только средние значения переменных, следовательно: 


(AA") = (аа!) + (а2аз) + 2 Ве (аа) e- #9]. (3). 


С учетом 
наз = | а1а2 |е-?: 


уравнение (3) преобразуется к виду 


(AA*) = (а + (agai) + 2 (1 aa3|)cos(p +8). = (4) 
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Находим: 
максимальную освещенность (при ф-+ 9 == οπ) 
[макс == (iat) + (а2а2) + 2 (а — а? |). 5) 
минимальную освещенность [при ф- 0 = (2K + 1)n] 
[мин = (104) “Ἑ αρα») — 2 {| а? |). (6) 


Если считать, что контрастность определяется выражением 


[ — / 
Г — макс МИН | ! 
ак Tun п 


то Г можно записать в виде 
. 2 {| ага» |\ 3) 
(αιαι) - (αοαρ) | 
Рассмотрите атом с координатами и и 9, излучающий колеба- 


ние a(t). Эти колебания в точках δι и Р. можно записать соот“ 
ветственно как 


a(t) ο” f2m ux toys) Я α({) ο” [2M Ax. O21 9) 


Обозначьте индексом i отдельный атом источника. Вклад этих 
атомов источника в колебания в точках δι и Po: 


а! = у. αι (8) ο 12m (ти), 


a, == 2 a, (f) ο” (+9), (10) 


Можно принять 
(aya>) — У, αι (t) ο Feu (45x) +0 744) » а (t) οἱ στ (ИХ. +5112). (1 1) 


Выделим произведения, относящиеся к одному атому, и произ- 
ведения, относящиеся к двум различным атомам (последние 
равны нулю, поскольку рассматриваемые атомы излучают не- 
когерентно). Имеем 


(ayas) == >) (ajay) е Ри) στι (1-9), (12) 


Поскольку плотность атомов велика, суммирование можно 
заменить интегрированием: | 


αι») == | | I (u, 0) ο” [π.μ (αι κ) +91) дидо, (13) 
5 


где /(u,v) определяет вклад энергии от элемента источника 
с координатами и, 9. 
Дополнительно запишем 


(атат) == (а2а2) = | | Γ(μ, ο) αμαν. (14) 
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Степень частичной когерентности между P; и Р. можно тогда 


записать в виде 
| 7 (и, ое Риоха, у dudo 


. (15) 





D(x) — X93 и — Yo) = 
1 ο» Yi — Yo) и >) du do 


Теорема Ван Циттерта — Цернике 


Степень когерентности между фиксированной точкой Р; н 
произвольной точкой ;, освещаемыми протяженным монохро- 
матическим источником, равна нормированной комплексной ам- 
плитуде в соответствующей точке Р. некоторой дифракционной 
картины с центром в точке P;. Это искусственная дифракцион- 
ная картина получается заменой источника отверстием, имею- 
щим такие же размеры и форму, как источник, и с амплитудным 
распределением в отверстии, равным распределению интенсив- 
ности в источнике. 
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